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A man with a half volition goes back and forth and makes no

progress, even on the smoothest road, whereas a person with a

full volition moves ahead steadily no matter how difficult the
path.
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Uberblick

Die vorliegende Diplomarbeit befasst sich mit der Berechnung von Streuamplitu-
den masseloser Eichfelder auf Baumgraphenniveau. Im Mittelpunkt steht dabei die
BCFW Rekursionstechnik, welche eine analytische Bestimmung der Baumgraphen-
amplituden durch ihre physikalischen Polstellen erlaubt. Grundlage bildet dabei
eine algebraischen Reformulierung der perturbativen Theorie, die genauso wie der
Rekursionsmechanismus zunéchst ausfiihrlich studiert werden. Davon ausgehend
erfolgt eine detaillierte Untersuchung des Losungsvorschlages fiir so genannte Split
Helicity Amplituden.

Als Ergebnis der sorgféiltigen Analyse konnten zum einem Unstimmigkeiten in der
bestehenden Losung und deren Beweis behoben werden. Zum anderen war es moglich
mittels eines zweiten Losungsansatzes eine konsistente Gesamtlosung zu konstruieren,
die den Paritatseigenschaften der Theorie gentigt. Basierend auf der BCFW Rekursion
wurde dariiber hinaus ein Konstruktionsverfahren fiir beide Ansétze extrahiert. Es
erlaubt auch Aussagen iiber Amplituden mit komplizierterer Helizitatsstruktur zu
treffen. Darauf aufbauend konnten erste Ergebnisse fiir einen weiteren Amplitudentyp
erreicht werden.
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Einleitung

Quantenfeldtheorie ist eine Sammlung verschiedenster mathematischer und physika-
lischer Konzepte, die heute zu den erfolgreichsten Methoden in der Physik z&hlt. Ihr
Ursprung und die grofiten Erfolge liegen in der Elementarteilchen- und Kernphysik,
wo seit jeher das Studium perturbativer Effekte von entscheidender Bedeutung ist.
Konzeptionell haben sich in diesem Bereich der Physik die, erstmals von Yang und
Mills 1954 vorgeschlagenen, Eichtheorien etabliert. Leider erweisen sich aber die, aus
den zugehorigen Feynman Regeln folgenden, Rechenmethoden als zu ineffizient.

Im Laufe der Jahrzehnte wurde eine Vielzahl von Ansétzen und Techniken entwi-
ckelt, um die Situation zu verbessern. Insbesondere das Konzept der Farbordnung
bedeutete eine enorme Verbesserung, da es aufgrund von Eichinvarianz redundante
Amplituden zusammenfasst. Obwohl die zugrunde liegende Idee schon 1976 vollstan-
dig ausgearbeitet vorlag {[II}, dauerte es nahezu 10 Jahre bis ihr Nutzen erkannt
und daraus ein wirkungsvolles Kalkiil entwickelte wurde. Doch bis heute findet sich
dieser Zugang nicht in den Standardlehrbiichern der Quantenfeldtheorie, wahrend
vergleichbare Texte zur Stringtheorie den Gedanken aufnahmen. Kapitel 1 beschéftigt
sich daher ausfiihrlich mit dieser algebraischen Reformulierung der perturbativen
Theorie, die zu einer Projektion auf die Basiselemente der Algebra fiihrt.

FEin zweite wichtige Entwicklung war die zunehmende Verwendung von Weyl-
spinoren. Das damit verbundene Helizitdtskalkdl fiihrte im masselosen Sektor zu
iiberraschendem Vereinfachungen. Vor allem das beeindruckende Ergebnis von Parke
und Taylor 1986 {2]} fir MHV Amplituden weckte viele Hoffnungen. So wurde im
folgenden Jahr eine erste ernst zunehmende Rekursionsformel fiir Baumgraphen
entwickelt {3}, die unter anderem die Parke-Taylor Formel bewies. Kapitel 2 und
in Teilen Kapitel 3 vollziehen hier die wichtigsten Entwicklungen nach, da sowohl
der Spinorformalismus als auch die Ergebnisse des Helizitatskalkiils essenziell fiir die
spateren Rechnungen sind.

Bei Schleifendiagrammen sah die Situation trotz alledem nicht so gut aus. Erst 1994
mit Aufkommen der Methode der ,,generalized unitiarity “ {4} wurde der lang ersehnte
Durchbruch erreicht. Dabei folgte man einer aus den 60er Jahren stammenden Idee,
welche die Unitaritat der S-Matrix und ihre analytischen Eigenschaften zu nutzen
versuchte {5}. Allerdings hatte der Zugang bis dato ein grofies Manko, er war auf
2 — 2 Streuvorgange beschrankt, und infolge dessen wurde er nicht weiter beachtet.
Der Grundgedanke der erneuerten Methode besteht nun darin, das Schleifendiagramm
durch Schnitte in Baumgraphen zu zerlegen, wobei die zusétzlichen Beine wie externe
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Einleitung

Partikel behandelt werden. Den Durchbruch verdankt diese Methode jedoch einer, auf
den Feynmanregeln abgeleiteten, skalaren Integralbasis auf Einschleifenniveau. Mit
dieser war eine systematische Anwendung der Unitaritéitstechnik mglich, verlangte
aber gleichzeitig nach einer stetig anwachsenden Zahl von Baumdiagrammen, gerade
in nicht supersymmetrischen Theorien. Hierfir waren die damaligen Methoden aber
nur bedingt geeignet.

Lange Zeit gab es keine nennenswerte Verbesserung, bis es vor ca. vier Jahren zu
zwei unabhangigen Entwicklungen kam, die die entscheidende Wende bedeuteten.
Eine von ihnen beruhte mafgeblich auf einer Idee von E.Witten {6}, wonach der
perturbative Sektor der Yang-Mills-Theorie durch eine bestimmte Stringtheorie im
Twistorraum beschrieben werden kann. Es zeigt sich dabei, dass MHV Amplituden
und Vertices topologisch dquivalente Objekte sind. Darauf aufbauend ersetzt der
CSW Formalismus Vertices durch MHV Amplituden {7}.

Nahezu zeitgleich brachten Berechnungen von 1-Schleifendiagrammen mittels der
sgeneralized unitiarity “ Methode die BCF Rekursionsformel hervor {8}. Ein Beweis in
Zusammenarbeit mit E. Witten zeigte dann die Universalitdt des Konzeptes und seine
Verbindung zum CSW Formalismus auf. Rasch etablierte sich das so entstandenen
Amplitudenkalkiil, mit Anwendungen bei 1-Schleifendiagrammen {9]}, im massiven
Sektor {10}, und sogar der Gravitation {11I}.

Doch es gibt immer noch offene Probleme. So ist einerseits das Anliegen syste-
matisch kompakte Formeln flir Amplituden mit grofler Anzahl externer Beine zu
produzieren kaum erreicht wurden. Die Anzahl der Ergebnisse mit geschlossenen
Formeln ist rar {I2], 13], 14}, und zum Teil beruhen die Resultate auf Ansétzen
{I3}. Andererseits hat Wittens Idee die Frage {iber das Entstehen der Parke-Taylor
Formel und ihre strukturelle Bedeutung neu entfacht. Wahrend andere Autoren in
dieser Frage interessante Fortschritte {{I5]} erreicht haben, untersucht der vorliegende
Text das erste Problem. Im verbleibende Teil von Kapitel 3 wird dazu zunéchst die
BCFW Rekursion sowie ihrer Ableitung und Handhabung intensiv studiert. Danach
erfolgt in Kapitel 4 die Aufarbeitung der Split Helicity Losung. Die dort erreichten
Ergebnisse bilden die Voraussetzung fiir Aussagen iiber weitere Amplitudenklasse,
wie sie in Kapitel 5 zu finden sind. Schliefilich gibt Kapitel 6 eine kurzen Ausblick
auf weitere Moglichkeiten.
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1 | Farbordnung von SU(N)
Yang-Mills-Amplituden

Dieses einleitende Kapitel befasst sich mit der sogenannten Farbordnung von Uber-
gangsamplituden, eine schon lange bekannte gruppentheoretische Methode zur Redu-
zierung und Vereinfachung der Terme in perturbativen Rechnungen. Physikalisch
kann dies als eine effizientere Ausnutzung der Farbsymmetrie verstanden werden.



1. Farbordnung von SU(N) Yang-Mills-Amplituden

1.1. Feynmanregeln der SU(N) Yang-Mills-Theorie

Den Startpunkt unserer Betrachtungen bildet eine relativistische Feldtheorie, die eine
zusétzliche SU(N) Symmetrie, mit dem Namen Farbe, besitzt. Wir realisieren die
Wirkung der Symmetriegruppe auf die Theorie iiber ihre fundamentale Darstellung.
Das zugehorige Lagrangefunktional einer solchen Yang-Mills-Theorie ist dann gegeben
durch:

Ly =T (D —m )W~ Fy P (1.1)
mit
N2-1
Dy =0uly +igy Y AFTF
R (1.2)
F,, = Z,glN [D,, D, = kz_:l F,*T"

Hierbei ist:

V=y,, - ein N dimensionaler Spaltenvektor, bestehend aus 4 dimensio-
nalen Diracspinorfeldern, d.h. « € {1,2,3,4} und
ac{l,...,N}

U= (0" 4

A 5 - das sogenannte Eichfeld oder affiner Zusammenhang

Tk - ein Generator der linearen Lie Gruppe SU(N), d.h.
ke{l,...,N?2 -1}

D, - die kovariante Ableitung

F, - der Feldstarketensor oder auch Kriimmungsoperator

Tu - die bekannten Gamma-Matrizen mit {v,,7,} = 27
Nuv - Minkowski Metrik

gn - die Kopplungskonstante der YM Theorie

Bemerkung. Die Bezeichnung Farbe fiir die Symmetrie ist natiirlich an die QCD
angelehnt, wo N = 3 gilt. Dort heilen die Eichfelder Gluonen, was im allgemeinen
auch flir grossere IV beibehalten wird. Auch wir werden diese Sprechweise im gesamten
Text benutzen.

Wir interessieren uns nun fiir den perturbativen Sektor der obigen Theorie nach
Quantisierung. Das entscheidende Handwerkszeug dazu sind zweifelsfrei die Feynman



1.1. Feynmanregeln

Regeln, die sich in die 3 Klassen duflere Linien, Propagatoren und Vertices gliedern
lassen. Obwohl wir uns in diesem Kapitel ausschlieflich mit den Vertices beschéftigen
wollen, stellt Abb. alle, aus dem obigen Lagrangefunktional ableitbaren und in
diesem Text interessanten, Objekte als kurze Ubersicht bereit.

y 4u(k)
[aVAVAN AVAVAW! = €
AL S K
p . p+m
— = %%b
Y, U, pT —mg
k 1 k.k y
aVaVaV s VaVa VIEEEES — = — 1)
A Al "2 M+ (0r = 1) k2 o
(ar=1) 1

= —1 72 v 6 (Feynmaneichung)

T (Ti )ab

SiE

W,

>WAL
Uy,
AL

r .IN ik
q = = f” [nuu(p_Q)p+77up(q_T>u+nup(p_r)u]
Ak V2

AL
A? Al .

P.L ’L}{ = - 912\/ Z [fm” fmkl(n,upnur - 77;/,7771,,;)
A AG m

+fmilfmjk (77u1/77p7 - 77,uT77vp)

+fmikfmlj (77;w77p7' - nupnm')

Abbildung 1.1.: Die relevanten Feynmanregeln der Yang-Mills-Theorie im Impuls-
raum (Impulserhaltung am Vertex implizit). Konventionen nach

{167}



1. Farbordnung von SU(N) Yang-Mills-Amplituden

In Abb. bezeichnen die Faktoren f¥* die Strukturkonstanten der, von den Gene-

2_
ratoren {Tk};vzl ! aufgespannten, Lie Algebra su(N). Sie sind durch die sogenannte
Strukturgleichung

(T, T9] =i f7% T}, (1.3)
vollstandig bestimmt. Der Gleichung entnimmt man sofort die

Konsequenz 1.1. Jeder Vertex besitzt einen von der Symmetriegruppe abhdangigen
Beitrag, den Farbfaktor.

1.2. Neustrukturierung der Feynmangraphen

Die zu den Feynmandiagrammen korrespondierenden analytischen Terme erreichen
relativ schnell eine komplizierte Struktur, so dass es in der Regel schwer ist Eigen-
schaften abzulesen, die die Berechnung vereinfachen. Es zeigt sich nun, dass tiber die
Farbfaktoren eine entscheidende Verbesserung der Situation zu erreichen ist. Hierbei
stellt sich natiirlich die Frage, warum es gerade die Farbfaktoren sind. Als Motivation
dazu mochte ich explizit einige Eigenschaften der Farbsymmetrie anfiihren:

¢ Die Farbfaktoren besitzen eine Universalitdt in dem Sinne, dass ihr Beitrag zur
Ubergangsamplitude fiir beliebige Energien gleichgrof} ist.

¢ Im Gegensatz zu den Kopplungskonstanten besitzen die Farbfaktoren eine
reichhaltige algebraische Struktur. Dieser Umstand geht auf die zugrunde
liegende Lie Algebra zuriick. Dem entsprechend besteht auch die Moglichkeit
fiir geometrische Interpretationen.

¢ Die algebraischen Relationen, die zum Einsatz kommen, sind sehr allgemein
und damit &duflerst stabil gegeniiber einer Veranderung der Symmetrie.

Kommen wir damit zu den einzelnen Umformungen und ihren Auswirkungen. Der
erste Schritt besteht in der

a) Vereinheitlichung der Farbfaktoren

Wie Abb. zu entnehmen ist, verwendet man sowohl die Strukturkonstanten als
auch die Generatoren. Nach Gleichung sind beide Farbfaktoren jedoch nicht
unabhéngig voneinander. Es drangt sich deshalb geradezu auf, einen von beiden
zu eliminieren, um so die Anzahl der verwendeten Bausteine zu reduzieren. Da
die T* bereits eine Basis bilden, ist es nur natiirlich die Strukturkonstanten durch
sie zu ersetzen. Um das zu bewerkstelligen, miissen wir die Strukturgleichung



1.2. Neustrukturierung der Feynmangraphen

invertieren.
Mittels eines auf der Algebra su(N) eingefiihrten Skalarproduktes E| findet man
schnell

.. . . . . a
Fiik — _i sp (T’ [TJ,T’“D — (TZ [TJ,T’“D . (1.4)

a
Die Interpretation der Gleichung ist recht einfach, da die linke Seite gerade
dem Farbfaktor des kubischen Gluonvertexes entspricht. Demnach assoziiert
Gleichung zu jedem im Diagramm auftretenden Gluon einen Generator.
Nach ausfiihren dieser Umformung verbleiben noch drei unterschiedliche Typen
von Farbfaktorprodukten: die erste Gruppe bestehend nur aus Produkten der
T*, dann eine zweite aufgebaut aus Spuren iiber Produkte der 7% von beliebiger
Lénge, schliellich die dritte, welche alle Kombinationen der vorherigen beiden

enthalt.

Vereinfachung der Terme

Nahezu alle Farbbeitrage der einzelnen Diagramme wurden durch den vorherigen
Schritt zusatzlich aufgebldht. Um tatséichlich ein Verbesserung zu erzielen, ist es
daher dringend notwendig die gewonnen Terme zu vereinfachen. Hilfreich hierfiir
erweist sich die immer wieder auftretende Kontraktion in den Indizes der Genera-
toren, infolge von Symmetrieerhaltung {I7}. Entsprechend den Rechnungen in
Anhang A gilt die Kontraktionsgleichung:

N2-1

ST () = ook ek b (1.5
=1

Auch hier findet sich schnell eine passende Interpretation. So gibt der Term links
vom Gleichheitszeichen die Farbstruktur eines 2 — 2 Fermionenstreuprozesses
auf Baumgraphenniveau wieder, wahrend wir auf der rechten Seite die Farbstruk-
tur unterschiedlicher Paarungen von Fermionpropagatoren sehen (s. Abb. .
Gleichung bewirkt also eine Eliminierung innerer Gluonenlinien. Wir finden
daher

Konsequenz 1.2. Die Farbordnung der Ubergangsamplituden bewirkt die
bijektive Zuordnung eines Generators T* je duferem Gluon Aﬁ.

als Ergebnis der Umformungen. Diese Beobachtung ist von zentraler Bedeutung,
da die Gluonen uiber weitere FEigenschaften wie Energie, Impuls sowie Helizitét
verfligen.

'siche Anhang A



1. Farbordnung von SU(N) Yang-Mills-Amplituden

Abbildung 1.2.: diagrammatische Version der Kontraktionsgleichung

Ebenfalls niitzlich erweist sich eine weitere, in der Literatur als Fierz Identitét
bezeichnete, Relation

r— %Sp(F) Ly + Y TSI T). (1.6)

)

Diese Gleichung stellt eine mogliche Formulierung der Eigenschaft dar, dass
die Generatoren {7} zusammen mit der Einheitsmatrix eine Basis von M (R?)
bilden. Insbesondere erlaubt die Fierz Identitat Produkte von kontrahierten Spuren
zusammenzufiihren:

> Sp (T°Ty) (T°Ty) = Sp (T1T2) Ty, T2 € su(N). (1.7)

Betrachten wir zur Illustration des Formalismus die Wirkung der Manipulationen
auf den quartischen Gluonvertex, V4 und dabei explizit das erste Farbfaktorprodukt.

meijfmkl _ Zsp (Tm [Ti,Tj]) Sp <Tm [Tk’TlD
m m
== > [Sp (T"T'T7) — Sp (T Sp (T 7%, 7] )
m
= —Sp (TiTkaT’ — iRt — TR 4 TJ'TZ’T’T’“)
— _Sp (TiTkaTl _ TlT’foTi) +Sp (TiTJ‘TlT’f + T’leTJ‘Ti)
— _25p (TiTjT’“TZ> +25p (TiTjTlT’“)

Im letzten Schritt geht die Reflexivitat der Spur fiir die Generatoren ein EL Unter
zusétzlicher Nutzung der zykl. Invarianz der Spur folgt schliefflich:

Vi=2g2 [Sp (TiTJTle — T'T TZT’“) (MppTor = Murup)
+ Sp (T’T’“T’TZ — TiTjT’“T’) (M Mpr — MprTup)

+ Sp (TiTjTlT’f - TiTijT’> (MM — Nyaplr)

?Dies ist eine Konsequenz der Antisymmetrie.



1.3. Farbzerlegung von Gluonbaumgraphen

Vi=2g2 {Sp (T ‘77 T’“Tl) (NupTlor + N Tpr)
+ Sp (TiTlTjT’“) (Mg hor + Tyrop) (1.8)
+ Sp (TiTleTj) (mwﬂpr + NprMvp — 277up771/7)

Wir finden damit Konsequenz bestatigt. Bei genauerer Untersuchung entdecken
wir als weitere Eigenschaft eine subzyklische Summe in den Farbindizes. Gleichzeitig
besteht jedoch vollstandige Disjunktheit hinsichtlich der Permutation aller Farbindizes.
Solche zusétzlichen Eigenschaften werden offensichtlich immer dann auftreten, wenn es
zur Spurbildung iiber die Generatoren kommt. Doch welche Prozesse korrespondieren
zu so einer Farbstruktur? Um diese Fragen zu karen und damit maximalen Nutzen
aus dem Formalismus zu schopfen, ist es unerlafllich nun spezielle Prozessklassen
einzeln zu studieren.

1.3. Farbzerlegung von Gluonbaumgraphen

Bei Wechselwirkungen auf Baumgraphenniveau, an denen ausschlieflich Gluonen
beteiligt sind, besteht der Farbanteil eines Graphen immer aus einem Produkt
untereinander kontrahierter Strukturkonstanten. Bei Anwendung der Farbordnung
ergeben sich daher Summen von Spuren iiber die Generatoren T%. Wie die Rechnung
am quartischen Gluonvertex gezeigt hat, sind die verbleibenden Summen disjunkt
unter Permutation der Farbindizes. Die Farbstruktur einer Baumgraphenamplitude
mit n externen Gluonen besteht deshalb aus einer Summe {iber aller nicht zyklischen,
nicht reflexiven Spuren von n Generatoren T%. Aufgrund der Korrespondenz von
aufleren Gluonen und Generatoren, kann man die verbleibenden Informationen in
einer kondensierten Schreibweise aufsaugen. In dieser ist {17/},

AZT(%(]{S’ ASa Zs) — 9272 Z S’p (Tio'(l) .. Ticr(n)) A;Tee (O’(l)\l)7 . ,U(n’\")>
0ESn )l
(1.9)

und die A7 (o(1*),...,0(n*")) heiBen Partialamplituden. Hierbei wurden die
Impulse mittels k, = a identifiziert, wiahrend A\, € {£1} den Helizitdtszustand
kennzeichnet. Als Folge der Antisymmetrie des Kommutators und der zyklischen
Invarianz der Spur ergibt sich desweiteren, dass tiber die Menge aller Permutatio-
nen 5,, ohne die der zykischen Permutationen Z, summiert wird. Die Potenz des
Kopplungsfaktors gy ldsst sich leicht anhand der Vertices priifen, wenn man diese



1. Farbordnung von SU(N) Yang-Mills-Amplituden

als einfachste Diagramme wahrnimmt.

Wegen ihrer Kopplung an die Farbfaktoren haben die Partialamplituden den ange-
nehmen Vorteil invariant unter zyklischer Vertauschung der Gluonen und somit der
Impulse zu sein. Wir erhalten daher

Konsequenz 1.3. Propagatorsingularititen konnen in farbgeordneten Gluonbaum-
graphen nur noch aus Summen von zyklisch benachbarten Impulsen stammen.

welche, wie versprochen, die analytischen Eigenschaften enorm verbessert und einen
wesentlichen Bestandteil bei der Konstruktion eines neuen Kalkiils in Kapitel 3 bildet.

1.4. Farbzerlegung von 1-Schleifen Gluongraphen

Wesentlich interessanter als der klassische Beitrag sind die Quantenkorrekturen erster
Ordnung, die bekanntlich von 1-Schleifen-Diagrammen stammen. Wir wollen deshalb
auch ihre Farbbeitrage umschreiben. Mit der oben vorgestellten Prozedur gelangt
man zunéchst wieder zu Summen von Einzelspuren. Allerdings enthalten diese wegen
der Schleifenbildung ein Paar zu kontrahierender Generatoren. Grundséatzlich gibt es
dabei 2 unterschiedliche Félle {I8]}:

a) Das zu kontrahierende Paar besteht (nach evtl. Umformung) aus benachbarten
Generatoren. In diesem Fall kénnen wir Gleichung (1.5)) nutzen. Entsprechend
der Indizestellung bei der Spurbildung trégt hier nur der vordere Summand bei:

> Sp (T TIT) = 3 (T), (T7), (1) (T2)g
= (I'1)) 065 (Ta)g (1.10)
= N (T, (Ta);

= NSp (I‘J‘g)

b) Die beiden Generatoren koénnen nicht nebeneinander gebracht werden. In diesem
Fall benotigen wir zusétzlich die Fierz Identitét (1.6)), mit der

> Sp (T4T"ToT"T3) = Sp (T1Ts) Sp (T2) . (1.11)

i1

Interpertieren wir den im ersten Fall erhaltenen Faktor N als die Spur der Einheits-
matrix, so sind wir in der Lage beide Resultate zu vereinheitlichen. Der Farbfaktor
ist jetzt immer gleich einer Summe iiber Produkte von zwei Spuren, wobei die
Gesamtlange beider Argumente jeweils einer Kette aus n Generatoren entspricht.
Das Argument der einzelnen Spurfaktoren hingegen variiert innerhalb der Summe



1.5. Baumgraphen mit externem Fermionpaar

zwischen dem Maximalwert (alle n Generatoren) und der Identitét (gibt den Faktor
N).

Anl—loop (k's, s, is) _ gjr\z[ Z N Sp (Tia(l)7 - Tig(n)) An; 1 (U(lAI), - ,J(nkn))
0ESn /Ly
[n/2)+1

g > > Sp (Thm,... Tleen)

c=2 G’GSn/Sn;c
x Sp (T, ... Ti=m) Ay, (U(lAl), o ,a(n)‘”)>
(1.12)

Tiefergehende Analysen {18, [4]} haben gezeigt, dass die Basisobjekte bei der Farb-
zerlegung von 1-Schleifenamplituden die Amplituden A, (0(1)‘1), cel a(nA")) sind
und primitive Amplituden genannt werden. Alle anderen Amplituden A, ., mit ¢ > 2,
konnen aus diesen gewonnen werden.

1.5. Farbzerlegung von Baumgraphen mit einem externen
Fermionpaar

Aus experimenteller Sicht gehen Prozesse mit Fermionbeteiligung (Quarks) den
reinen Gluonenwechselwirkungen voran, so dass ihre Farbzerlegung mindestens von
gleichgroflem Interesse sein sollte. Beim Aufbau dieser Diagramme gibt es zwei neue
Verkniipfungsmoglichkeiten durch die hinzukommenden Fermion-Gluon-Vertices.

i) Fermion-Antifermion Kontraktion zur Verkniipfung der Fermion-Gluon-Vertices
untereinander im Diagramm. Solche Anteile im Diagramm liefern Produktketten
aus Generatoren, da durch die Fermion-Antifermion Kontraktion die Matrix
Indizes der beiden zugehorigen T% verbunden werden.

ii) Gluonenverkniipfung mit einer reinen Gluonbaumgraphen-Struktur. In diesem
Fall kommt es zu einer Kontraktion des Generators vom Fermion-Gluon Vertex
mit einem Generator innerhalb eines Spurfaktors. Nach einer evtl. zyklischen
Rotation entspricht dieser Ausdruck gerade der rechten Seite von fiir
I' € su(N). Sukzessive Anwendung fiihrt somit erneut auf eine Summe von
permutierten Generatorproduktketten.



1. Farbordnung von SU(N) Yang-Mills-Amplituden

Wir erhalten deshalb insgesamt fiir Amplituden diesen Typs {17}:

-2 j b
A?’frfe? (kSJ Asa ZS - gN Z TZG(l) et 7TZG<”))G21
o€Sn (1.13)
) Afree (FM, Ao (), o))
Dabei beziehen sich die nummerierten Buchstaben natiirlich auf das Fermionenpaar.
Eine Verallgemeinerung auf n externe Fermionpaare ist, aufbauend auf den vorhe-
rigen Betrachtungen, genauso leicht méoglich, wie die Ubertragung auf
1-Schleifenprozesse.

1.6. Zusammenfassung

Mit der Abtrennung der Farbfaktoren von den urspriinglichen Amplituden haben wir
erste Verbesserungen erreicht sowie verborgene Symmetrien aufgedeckt. Auch wenn
die Verbesserungen fiir die einzelnen Prozessklassen beachtlich sind, der rechnerisch
aufwendigere Teil ist mit den kinemtatischen Grossen verbunden, und die haben wir
bisher nur in die Partialamplituden bzw. primitiven Amplituden verschoben. Unsere
néichste Aufgabe besteht daher darin, effektivere Berechnungsmaoglichkeiten fiir die
verbliebenen farbgeordneten Teilamplituden A,, zu finden. Eine wichtige Vorbereitung
dazu wird die, im folgenden Kapitel vorgestellte, Darstellung von Tensoren durch
zweidimensionale Spinoren sein.

10



2 Weyl-van-der-Waerden Formalismus fur
masselose Partikel

Gerade in der perturbativen Quantenfeldtheorie tauchen Objekte aus den unter-
schiedlichsten Darstellungen der Lorentzalgebra so(1,3) gemeinsam auf. Als Folge
dessen erhélt man haufig Terme mit einer Unmenge an zu komtrahiernden Indi-
zes. Eine genauere Analyse zeigt jedoch schnell, dass die meisten Objekte einen
gemeinsamen Ursprung haben und deshalb in einer einheitlichen Sprache formuliert
werden konnen. Genau das leistet der Weyl-van-der-Waerden Formalismus (auch
Infeld-van-der-Waerden Formalismus bekannt). Er nutzt die bekannte Tatsache, dass
50(1,3) = su(2)c ®su(2)c ist, um die mit der Lorentzraumzeit verbundenen Objekte
in Termen von zweidimensionalen Spinoren zu reformulieren. Aus mathematischer
Sicht bedeutet dies eine Riickfiithrung aller h6herdimensionalen Darstellungen auf die
elementaren, irreduziblen zweidimensionalen Darstellungen (3, 0) und (0, 3).

11



2. Weyl-van-der-Waerden Formalismus

2.1. Grundlagen des 2d Spinorkalkiils

Aufbauend auf den Rechnungen in Anhang [B| treffen wir zunachst die gebrauchliche

Definition 2.1. Die Elemente des Darstellungsraumes

i) D(1,0) heifien kovariante Spinoren ¢,.

ii) D(0,3) heiBen kontravariante Spinoren P4

Trotz ihrer Indquivalenz existiert, wegen o%0'0? = — (ai)*, eine bijektive Abbildung
von D (%, 0) nach D (0, %) {19]}. Diese wird durch eine komplexe Konjugation

(pa < ¢4), gefolgt von einer Ahnlichkeitstransformation (Heben und Senken der
Indizes) vermittelt. So ist

€' ==io’p* €D <0, %) fir ¢€D (%,0) ) (2.1)

Fiir die Umkehrung ist zu beachten, dass e ! = —e. Wie iiblich sind hierbei o*
(k =1,2,3) die Pauli Matrizen, so dass

eABzeABZEAB:6A3:<_(1) (1)) (2.2)

Davon motiviert nennen wir € Spinormetrik, mit der

Definition 2.2. Auf D (%, O) existiert ein Lorentz invariantes Spinorprodukt durch

(¥, ¢) = e"PYadp (2.3)

Das dazu korrespondierende Produkt auf D (0, %) ist,

[, ¢ == e*21 05 (2.4)
und es gilt
(o) =[ve]. (2.5)

Genau genommen miisste das Produkt auf D (%, 0) mit e~! definiert werden. Die
flir die spateren Rechnungen relevante Literatur benutzt jedoch die oben getroffene
Konvention, so dass diese zur besseren Vergleichbarkeit iibernommen wird. Bei einem
Vergleich mit einer Rechnung basierend auf den iiblichen Feynmanregeln gilt also

Konvention 1. 17 = —ngcp.

12



2.2. Lichtkegelvektoren des Minkowskiraumes

Das innere Produkt auf dem Spinorraum wartet mit zwei, fiir Rechnungen sehr
hilfreichen, Eigenschaften auf:

i) Es ist seiner Definition nach antisymmtetrisch,
e =—€" s (Yo =—(0Y) & (p9)=0 (2.6)

ii) Weil € ein zweidimensionaler antisymmetrischer Tensor ist, existiert zu dem
folgende, als Schouten Identitdt bekannte, Bedingung:

0 — 6ABEC'D + EADEBC + EAcﬁDB (27)
= 0= (o) (p&) + W& Do) + (Y p)(Ed) (2.8)
— 0=0a(p&) +8a(Pp) +pal0) (2.9)

2.2. Lichtkegelvektoren des Minkowskiraumes

Definition 2.3. Sei 0¥ = 15, dann vermitteln die Matrizen

o4 = (0% a) bzw. &, = (0", —0) (2.10)

durch

_ KO+ k3 k!4 k2 ki k
kﬂa“’AB:<k1—ik2 oo )= gy ) = K (AR

eine Abbildung von der iiblichen Vektordarstellung in die Spinordarstellung

D(3,5) =D (3,0)®D(0,3) -

Der Definiton folgend besitzt jeder Vierervektor k* = (k°, k) des Minkowskiraumes
eine Darstellung als hermitische 2 x 2 Matrix El
Eine weitere wichtige Eigenschaft der Pauli-Matrizen ist die Relation

Op,ip 0, = 21 1y, (2.12)

die es uns erlaubt das Minkowski Skalarprodukt in ein Produkt der Bispinoren zu
iiberfithren:

2(k,p) =2 kﬂpu =kt 277}“,])’/ = k“U,LL,AB ov, 45D = Kigp P (2.13)

' Die zusétzlichen Indizes ergeben sich durch Vergleich des Transformationsverhaltens von K ;5 mit
dem der ko- bzw. kontravarianten Spinoren.

13



2. Weyl-van-der-Waerden Formalismus

Insbesondere gilt fiir Minkowski Lichtvektoren k& und p deshalb:
~ 1
(k+p)* =2(k,p) = Kip P*" = 5 (K + P)*, (2.14)

Um nun unser Ziel, alles in den 2d Spinoren anzugeben, zu verwirklichen, miissen wir
die Matrizen K,z als dyadische Spinorprodukte darstellen. Mit anderen Worten wir
miissen K 5 diagonalisieren. Wie man leicht nachrechnet, existiert dabei fiir reelle
Lichtkegelvektoren, wegen der Bedingung k2 = 0, nur der Eigenwert 2 £, so dass

Kip = Nealen = ki kg (2.15)

mit

Aba = \;E < ZI ) (2.16)

Gleichung stellt dabei fiir uns das zentrale Ergebnis des Kalkils dar auf
dem alle weiteren Resultate aufbauen. Auch werden wir von der oben eingefithrten
okonomischen Schreibweise A\ 4, = k4, wann immer unbedenklich, Gebrauch machen.
Ausgestattet mit diesem Wissen kénnen wir nun das Minkowski Skalarprodukt von

Lichtkegelvektoren umformulieren zu:

2(k,p) = Kip P2 = Mg i Ao AL Xf = (kp) [k p] - (2.17)

2.3. Masselose Spin—%-TeiIchen

Benutzt man die Weyl (= chirale) Darstellung fiir die Gammamatrizen

0 gk .
no_ AB
= ( S AB ) ; (2.18)

so sieht man sofort, dass die Dirac Spinoren ¥p der Darstellung D (%, 0) e D (O, %)
angehoren. Es besteht daher folgender Zusammenhang unter den Spinoren:

>
U= ( Zi ) . (2.19)

Mit diesen Informationen betrachten wir jetzt die masselose Diracgleichung im
Impulsraum:

PO =0 <= PPYs(p)=0 A Pusd®(p)=0 (2:20)

14



2.4. Masselose Spin-1-Teilchen

Neben der trivialen Losung erhalten wir wegen Gleichung (2.15)) auch noch

Yalp) =c1pa  Ga(p) = c2pa- (2.21)

Die Normierung fixiert die Konstanten ¢; auf 1. Daher lauten die Fundamentall6sungen
des Systems:

\1’1 = < pOA ) 6:tipr \112 = < ]’?A ) Biipz . (222)

2.4. Masselose Spin-1-Teilchen

Spin-1-Teilchen beruhen auf Vektorfeldern, fiir die natiirlich eine zu Abschnitt [2.7]
analoge Spinordarstellung D (3, 3) existiert. Wie im vorherigen Fall betrachten wir
zur genaueren Analyse die Bewegungsgleichung:

DA, — 9,(04) =0. (2.23)

Die masselose Proca Gleichung kann durch Lorenz Eichung in 2 Gleichungen zerlegt
werden. Im Impulsraum gilt deshalb:

KPAsp =0 (Lorenz Eichung) (2.24)
KPKepApp =0. (2.25)

Dabei ist die letzte Gleichung wegen der Bedingung k? = 0 identisch erfiillt, so dass
wir mit der ersten verbleiben. Zur Losung des Problems benutzen wir impulsabhéngige
Lichtkegelkoordinaten. Die Basisvektoren der verbleibenden Freiheitsgrade sind die
Helizitatsvektoren h, welche folgenden Bedingungen geniigen sollen {20}:

(he,he)=0 (2.26)
(ha)* = hz (2.27)
(K,hy) =0 (2.28)
(hs he) = —1. (2.29)
Aus Gleichung (12.26)) folgt wegen (2.17)) und (2.6)) unmittelbar
und mit (2.27)) hieraus
Gi=d, by=cp. (2.31)

15



2. Weyl-van-der-Waerden Formalismus

Dieses Resultat eingesetzt in Gleichung (2.28]) ergibt:

; ; 1
K440, B2 2 (k) (ka] = 0

(2.32)
£9 a,=zky; NV bg=zkg (z€C).
Wir treffen die Wahl a; = ZEA und erhalten so aus 1)
22" z z * 2Z(A(k)b)
-1 = bk)[kb] = — —=(kb) | —=(kb =—
SR ot == s (S50 ) =72 v
) \/ieia ’
kb) = V2™ b =qp ———— -
Unser vorlaufiges Ergebnis lautet damit
. ia kiqs
heip=V2e (2.34)

(kq)’

worin gz bis auf gz = kp frei wihlbar ist und deshalb Fichspinor genannt wird. Wir
kénnen diesen Umstand nutzen, um den Phasenfaktor zu eliminieren, in dem wir

(2.29) verschérfen zu
(Pe(@). ho(@)) = -1. (2.35)

Der groie Vorteil obiger Bedingung besteht darin, dass wir nun fir jeden eichin-
varianten Beitrag zur Ubergangsamplitude eine geeignete Eichung wihlen kénnen,
ohne auf eventuelle Phasendifferenzen bei der Quadrierung der Amplitude achten zu
miissen.

Abschlieflend erhalten wir also fiir masselose Spin-1-Partikel die Zerlegung
Ajp=ayhyip+a_h_,g (2.36)

mit

_ Jghkage - _aliks
hyap = f< 2 d h_ug \/ﬁ[kq]. (2.37)
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2.5. Zusammenfassung

2.5. Zusammenfassung

Ausgehend von der Impulsraumdarstellung erméglicht der Weyl-V.d.W Formalismus
eine einheitliche Beschreibung von Objekten mit unterschiedlichstem Spin in Termen
von zweidimensionalen Spinoren. Im masselosen Fall sind die erhaltenen Ausdriicke
dabei besonders einfach. Bei einer Verallgemeinerung auf massive Objekte sind die
Rechnungen etwas umfangreicher, das Vorgehen ist jedoch identisch zu dem hier
Beschriebenen. Eine hervorragende Quelle zu diesem Thema ist unter anderem {21]}.

Fiir den vorgestellten masselosen Fall haben wir zu dem einige niitzliche Relationen
aufgezeigt, die diesem Kalkiil gegeniiber den Standardmethoden einen deutlichen Vor-
teil verschaffen. Welche genauen Konsequenzen die Implementierung dieser Technik
in den Feynmanregeln hat, wollen wir im nachste Kapitel studieren.
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3 | Das Amplitudenkalkiil fiir
Gluonbaumgraphen

Nimmt man die Resultate der beiden bisherigen Kapitel zusammen, so profitieren
Gluonbaumgraphen am meisten von den erreichten Verbesserungen. Insbesondere der
in den Eichspinoren liegende Freiheitsgrad verspricht eine enorme Vereinfachung der
Rechnungen. Allerdings bendtigen wir zuvor genauere Kenntnisse iiber den Aufbau
der zu den Amplituden zugehérigen analytischen Ausdriicke. Auch wenn wir mit
diesem Wissen schlieslich einige beachtliche Resultate erreichen, werden wir trotzdem
auf das auflerst tiberraschende Ergebnis von S.J. Parke und T.R. Taylor angewiesen
sein. Erst dieses versetzt uns in die Lage Gluonbaumgraphen unabhéngig von den
Feynmanregeln zu berechnen.
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3. Das Amplitudenkalkiil fiir Gluonbaumgraphen

3.1. Konstruktive Analyse von Graphen

Waihlt man einen konstruktiven, graphischen Zugang zur Beschreibung von Gluonpro-
zessen auf Baumgraphenniveau, findet man, per Induktion, schnell die nachfolgenden
wichtigen Resultate {20}.

i)

ii)

iii)

iv)

Ein vollstandig aus kubischen Gluonvertices konstruierter Baumgraph besitzt
n + 2 aulere Gluonen bei n kubischen Vertices.

Ein n Gluonen Baumgraph diesen Typs ist ein Produkt aus n Helizitétsvektoren
sowie dem Quotienten von maximal (n — 2) Impulsvektoren und (n — 3) Propa-
gatoren (nur giiltig bei Verwendung der Feynman Eichung).

Beide Aussagen sind sofort einsichtig, wenn man beachtet, dass durch ,an-
multiplizieren“ jedes weiteren kubischen Vertices je ein Propagator plus ein
zusatzliches externes Gluon produziert wird.

Die Struktur von Diagrammen mit einem zusétzlichen quartischen Vertex (be-
liebige Position im Diagramm) lésst sich leicht aus dem vorherigen Absatzes
gewinnen. Hierbei nutzen wir den topologischen Aspekt, dass bei vorgegebener
Vertexzahl die Anzahl aller Linien unabhéngig vom Aufbau ist. Gegeniiber i)
erweitert sich unser Graph also um einen Propagator und 2 externe Gluonen
(3 freie am quartischen Vertex - 1 durch Propagatorbildung am bisherigen Dia-
gramm) sprich zwei Helizitatsvektoren.

Betrachten wir nun eine solche Struktur mit n &ufleren Gluonen. Ohne den
quartischen Vertex hétten wir (n — 2) externe Gluonen, weshalb es insgesamt
(n—2)—3+1= (n—4) Propagatoren gibt. Genauso grof} ist auch die maximale
Impulspotenz, da nur die kubischen Vertices jeweils einen Impulsbeitrag liefern.
Entsprechend i) benotigt man aber fiir (n—2) externe Gluonen (n—2)—2 = (n—4)
kubische Vertices, woraus die Aussage folgt.

Mittels Induktion folgert man hieraus: Ein n Gluonbaumgraphen mit m quarti-
schen Vertices verfiigt iiber (n —3) —m Propagatoren und maximal (n —2) —2m
Impulsfaktoren.

Wir formulieren die Essenzen dieser Beobachtungen in der folgenden

Konsequenz 3.1. Bezeichne n, die Anzahl der Helizitatsvektoren, n; die Anzahl
der Impulsfaktoren im Zdhler und np die Anzahl der Propagatoren im Nenner, so
gilt auf Baumgraphenniveau:

1.

2
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= In allen auftretenden Termen existieren Skalarprodukte von Helizitdtsvektoren!

ny<np+1



3.2. Helizitatsamplituden

Fir alle weiteren Diskussionen im Dokument wollen wir zu dem die

|Konventi0n 2. Alle externen Gluonen werden als einlaufende Teilchen betmchtet.|

vereinbaren. Bei Ubertragung auf reale Prozesse mit auslaufenden Teilchen sind also
die Helizitédten dieser Partikel entsprechend zu invertieren.

3.2. Helizitatsamplituden

Als erste einfache, zugleich aber weitreichende Beobachtung folgt aus (2.27)) die

Konsequenz 3.2. Fine Invertierung der Helizitaten, aller am Prozess beteilig-
ten Gluonen, ist wegen der Reellwertigkeit der Impulse dquivalent zur komplexen
Konjugation der Baumgraphen Gluonamplitude.

Insbesondere beschreibt
A,g_ = (A,’gn_Q)_)* (31)

die Wirkung der Parititstransformation und der Bezeichnung A1 liegt die

Definition 3.1.

AJ = n-Gluonen Partialamplitude mit ¢ frei wéhlbaren Gluonen

negativer Helizitét (3.2)

gemaB Abschnitt zugrunde.

Wir wollen nun, wie angekiindigt, Nutzen aus der nach Abschnitt verbliebenen
Eichfreiheit ziehen. Dies konnen wir aber nur aufgrund der

Feststellung 3.1. Die Ubergangsamplituden der Yang-Mills-Theorie sind eich-
moariant.

(Der Beweis hierzu ist in den géngigen Lehrbiichern der QFT zu finden.)

Da nach in allen Termen Skalarprodukte der Helizitdtsvektoren untereinander
existieren, fithrt die naive Wahl

, kB h; =h, E(i) iks Pk s
i— hiyip=——"—— AN h_,g=—"—, (3.3
dp {pB hi=h_ +AB (k@lﬁ) AB [k(i) p] ( )
d.h. gleiche Eichung bei gleicher Helizitdt, sofort auf
A = Ar= =0, (3.4)
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3. Das Amplitudenkalkiil fiir Gluonbaumgraphen

Sei daher 0.B.d.A. in A h, = h_, hy, = h,. Wir wihlen dann speziell

| ks he=h
ghy=1""" W , (3.5)
pi =k p hi=h.

so dass die Anzahl nicht verschwindender Skalarprodukte von Helizitatsvektoren
gleich (n — ¢ —1)(q — 1) ist. Diese Wahl tragt den Namen minimale Eichung. In der
minimalen Eichung gilt offensichtlich

Alm =A==, (3.6)

Insgesamt erhalten wir die

Konsequenz 3.3. Amplituden bei denen weniger als 2 Gluonen eine vom Rest
verschiedene Helizitat aufweisen, verschwinden.

Die ersten nicht verschwindenden Partialamplituden sind daher von der Art

A2 = Alree (1t 5k, nt)

3.7
= Anpay (3.7)

und heifien in Anlehnung an obige Erkenntnis Maximal Helicity Violating Amplituden.
Uberraschenderweise existiert fiir MHV-Amplituden ein geschlossener Ausdruck,
welcher mit A;) = ¢ durch

k)
Avty = [ GG )
(jk)*
(12) ... (nl)

mit n+1=1
(3.8)

gegeben ist. Die Formel wurde, wie in der Einleitung bereits erwahnt, 1986 von
S.R. Parke und T.R. Taylor {2} gefunden. Bereits kurze Zeit spiter wurde ein
konstruktiver Beweis durch Berends und Giele {[3]} angegeben, in dem ein von ihnen
entwickelte Rekursionstechnik zur Anwendung kam. Dank der einfachen Erkenntnis
bekommen wir zu dem sofort den Ausdruck fiir A%H_Q)_:

[ k*

(TL*Q)* — f—
A Army [12]...[n1]"

(3.9)

Aufgrund ihrer engen Anlehnung an Feynman Graphen wollen wir uns nicht néher
mit der Technik von Berends und Giele beschaftigen.
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3.3. Der CSW Zugang zur Berechnung von Ubergangsamplituden

Ich fasse daher die Erkenntnisse ihrer Rechnung in der

Feststellung 3.2. Fir Amplituden vom Typ A;Z[ sowie A%niz)* existiert eine kom-
pakte Losung. Zu dieser tragen nur solche Graphen bei die vollstindig aus kubischen
Vertices aufgebaut sind.

zusammen.

Das bemerkenswerte an den gefundenen Resultaten ist, dass sie unabhéngig von
der Anzahl der Gluonen sind. Diese universale Struktur gibt Anstofl zu der Frage,
ob hier nicht eine tieferliegende Struktur vorhanden ist, die wir nutzen kénnen um
Amplituden einfacher zu berechnen.

3.3. Der CSW Zugang zur Berechnung von
Ubergangsamplituden

In seinem wegweisendem Artikel zeigte E. Witten {6} auf, dass bei Benutzung der
Twistortheorie MHV-Amplituden tatséchlich eine fundamentale Bedeutung zukommt.
Daher formulierten F. Cachazo, P. Svrcek und E. Witten einen Mechanismus {71},
der MHV Amplituden als Vertices zur Berechnung von Amplituden vorsieht. Eine re-
volutionére Idee, deren unmittelbare Konsequenz eine grundlegende Restrukturierung
der storungstheoretischen Behandlung ist. Insbesondere folgt mit dem Ergebnis von
Berends und Giele oben sofort die

Konsequenz 3.4. Die Restrukturierung des Kalkils durch den CSW Zugang bewirkt
effektiv eine Beschreibung der Gluonamplituden auf Baumgraphenniveau allein durch
kubische Vertices.

Damit eine solch starke Aussage glaubwiirdig wird, ist es natiirlich notwendig zu
zeigen, dass der CSW Zugang die selben Ergebnisse produziert wie die Standard-
methode. Wir wollen uns deshalb kurz mit der Umsetzung der Idee von Cachazo,
Svrcek, Witten und den damit verbundenen Problemen auseinandersetzen:

i) Um MHV-Amplituden in Vertices zu konvertieren, benétigt man, wegen der
inneren Linien, eine ,off-shell“ Fortsetzung.

ii) Hieraus erwéchst instantan die Notwendigkeit zu zeigen, dass das Ergebnis der
Rechnung unabhéngig von der gewahlten Fortsetzung ist.

iii) Ferner ist zu zeigen, dass die Konstruktion lorentzinvariant ist.

iv) Die einfachsten MHV (MHV) Vertices, A;~ = A(+,+, —) und
A32_ = A(—, —,+), welche mit dem urspriinglichem kubischen Vertex {iberein-
stimmen, sind 0 !
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3. Das Amplitudenkalkiil fiir Gluonbaumgraphen

Dieses Ergebnis folgt, unabhéngig von der gewéhlten Eichung der Helizitatsvekto-
ren, aus kinematischen Griinden. Wegen der Impulserhaltung am Gluonenvertex
gilt ndmlich im Zusammenhang mit der Massebilanz

0=p=(p;+m)° =2p;ip; = (ij)[ij]

(3.10)
(i) (i)

fiir 4, 5,1 € (+,+, ) zyklisch. Da py, reell (Xk - A;), folgt also
)‘(z) & )\(j) & >\(k) & X(l) e X(]) [0 X(k) . (3.11)

Wie man sich leicht iiberlegt, gilt diese Relation selbst dann noch, wenn eines
der ,Beine“ eine innere (off-shell) Linie représentiert. Das steht aber in klarem
Widerspruch zur Zerlegung von Al™. Einen Ausweg aus diesem Dilemma bietet
der ﬁbergang zu komplexen kinematischen Variablen, eine Technik auf die man
auch bei Verwendung von Feynmangraphen zuriickgreifen muss. Damit lassen sich
sowohl Massebilanz und Impuslerhaltung am Vertex als manifeste Eigenschaften
der Theorie aufrecht erhalten, wie auch die bekannte geschlossene Form fiir
MHV (m Amplituden.

Durch diesen Schritt wird die Korrelation \;* = XZ aufgehoben, so dass Gleichung
keine Anwendung mehr findet. D.h. man wahlt entsprechend die Spinoren
zur Erfillung von Energie- und Impulsbilanz aus, die nicht in der Parke-Taylor
Formel auftauchen.

Gehen wir gedanklich davon aus, wir hétten alle Punkte erfillt, so verbleibt nun noch
der Beweis der Aquivalenz. Da wir in beiden Zugingen eine analytische Fortsetzung
durchgefiihrt haben, ist es nur logisch Methoden der Funktionentheorie zu bemiihen.
Als auflerst hilfreich erweist sich hierbei die

Feststellung 3.3. Aufgrund der Gesamtimpulserhaltung sowie den lokalen Impul-
serhaltungen an den Vertices besitzen Ubergangsamplituden auf Baumgraphenniveau
nur Pole durch Propagatoren, die die Massenbilanz von Gluonen erfiullen.

Aus physikalischer Sicht schlieit sich dem unmittelbar die

Konsequenz 3.5. Die analytisch fortgesetzten Amplituden besitzen eine Laurent-
reihenentwicklung!

an. Es verbleibt damit als Aufgabe, die Gleichheit der Pole zu zeigen. Das hierzu
notwendige Residuenkalkiil aus der Funktionentheorie gestattet uns aber nicht nur
die Klassifizierung der Pole, sondern auch ihre Berechnung.

Warum nutzen wir also diese Methode nicht direkt, um die Amplituden selbst zu
berechnen?
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3.4. Die BCFW Rekursion

3.4. Die BCFW Rekursion

Erneut war es E. Witten der diesen Gedanken aufgriff und zeigte {24[}, dass eine von
R. Britto, F. Cachazo und B. Feng gefundene Rekursionsformel {&]} genau das tat.

Ausgehend von der analytisch fortgesetzten Partialamplitude A,, werden 2 beliebige
Gluonen, 0.B.d.A. r und s, herausgegriffen. Man fithrt dann eine ,,on shell “ Fortsetzung
ihrer komplexen Impulse durch die Vorschrift

P — ﬁr(z) =P, — z\ Xs = )\r(xr — ZXS)

5 A cC 3.12
Py Pu(2) = Pot d e = (et 2Ahe 2 €O (8.12)

ein. Die Eigenschaften dieser Manipulation sind leicht einzusehen. So gilt:

Pr(2)2 = AW A — 22) (A — 2X6)] = 0 (313
Py(2)? = ((As + 2M) (As + 20 [Ashs] = 0 '
wie zu erwarten war und ferner
P(z)+P(2)=P.+P, = Y Pi+P(z) ZP_O (3.14)

1#7r,8

um der Gesamtimpulserhaltung gerecht zu werden. Tatséchlich ist das der entscheiden-
de Punkt, mochte man diese Idee auf mehr als 2 Spinoren ausweiten. Die FEigenschaft
mit dem Shift auf der ,Massenschale“ zu sitzen, folgt von selbst aus dem Spinorkalkiil
von Kapitel 2. Konzentrieren wir uns hier aber auf den (optimalen) Fall von zwei
Gluonen, so lautet das Ergebnis:

— S(h h .
A=Y § A(i ,-Pﬁ))p—A( +PCM 41, s, i 1) (3.15)
i<r 2,]
j=r

Hierbei wurden, zur Wahrung der Ubersichtlichkeit, die momentan nicht essenti-
ellen Helizitatsindizes unterdriickt. Ferner kommt den einzelnen Impulstermen die
Bedeutung

Pj=PF, ig+...+PF ig+...+Pj ip (3.16)
Pli= it Pt 40, (Pt A+ 4P (3.17)
Py=P ip+...+Pe(2) iy + -+ P in
2
pw pij N
=P — — N\, ISR/ A (3.18
YT P Bt R )
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3. Das Amplitudenkalkiil fiir Gluonbaumgraphen
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Abbildung 3.1.: schematische Darstellung der Rekursionsformel

Zu.
Grundlage der Umformung in der letzten Zeile ist , wonach die Vertauschung
zweier Spinorindizes im Produkt ein Vorzeichenwechsel verlangt. Im Vergleich zur
Literatur, bemiiht sich der Text zudem die missverstindliche Identifizierung

p?’ ;= Pfj zu vermeiden.

Wie man leicht verifiziert gilt insbesondere f’fd = 0, so dass die Teilamplituden
physikalische Amplituden sind. Es ist daher ohne weiteres moglich Gleichung
erneut anzuwenden. Eine graphische Version der Rekursionsformel gibt Abbildung

[3.1] wieder.

3.4.1. Eine einfache Ableitung der BCFW Rekursionsformel

Aufgrund des eingefiihrten Hilfsparameters z ist

A(1h1,...,rhr,...7shs,...,nh”>:A(z) (3.19)
eine Funktion in einer komplexen Variablen die an der Stelle z = 0 der physikalischen
Ubergangsamplitude entspricht. Da wir mit dem Weyl-v.-d.-Waerden-Formalismus
alle Terme in Spinorprodukte tiberfithrt haben, konnen wir sogar genauer sagen, dass
A(z) gebrochen rational in z ist. Unsere Aufgabe besteht also darin, die Laurentreihe
von A(z) zu finden und anschliefend bei z = 0 auszuwerten.
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3.4. Die BCFW Rekursion

Fiir die weitere Diskussion spezifizieren wir (3.12)) zu:

Xh, — Xh, - ZS\/}LJr y (3 20)
>\h+'_>>\h++z>\h,- '

Diese Wahl bringt keine praktische FEinschrénkung mit sich, denn wir wissen ja schon,
dass Amplituden, bei denen alle Gluonen gleiche Helizitdat haben, verschwinden. Na-
tiirlich lasst sich die Ableitung auch allgemeiner durchfithren {241}, mit entsprechend
verallgemeinertem Ergebnis.

Beginnen wir also mit der Untersuchung des Hauptteils der Laurentreihe. Aufgrund
der Eichinvarianz der Amplituden kénnen wir dabei sofort die Helizitatsvektoren als
mogliche Quelle ausschlieBen. Somit verbleiben als Kandidaten fiir Pole nur noch
die Propagatoren. Hier ist es wichtig, sich an die Aussage von Abschnitt zZu
erinnern. Demnach kénnen Propagatoren nur aus Impulsen zyklisch benachbarter
Gluonen zusammengesetzt sein. Eine z-Abhéngigkeit besteht nach jedoch nur
dann, wenn entweder r oder s zur Indexmenge des Propagators gehort. Wegen der
Gesamtimpulserhaltung geniigt es dabei, sich 0.B.d.A. auf den Fall r € 4,...,j zu
beschranken. Mit folgt fiir einen solchen Fall

1\l
PZ-_,]‘Z = <2) Pi,_jZ(Z)

-2
2(Piip+. 4 Prip+...+ Pjip)

~ -1
@149 T\ !
! (pzz,j +z <)‘T|Pi,j|)‘8]>
Damit sind Propagatoren linear in z. Weil aulerdem jeder Propagator nur einmal im
Diagramm auftritt, konnen wir aus der Rechnung folgern:
Konsequenz 3.6. A(z) hat nur Pole erster Ordnung.

Der Hauptteil ist deshalb durch
@
Az) = — it 2z =——"—— 3.22
G =2 mit (322)

gegeben.

Wenden wir uns nun dem Nebenteil von A(z) zu und betrachten das Verhal-
ten fiir z — oo. Wir benétigen dazu die z-Abhéngigkeit aller Faktoren. Bei den
Helizitatsvektoren machen wir keinen Fehler, wenn wir aus
(AjA Ar g _ XsA dB (323)

hr,AB:h—:m hs,AB:h+— <)\S(Z)q>
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3. Das Amplitudenkalkiil fiir Gluonbaumgraphen

den Faktor z=2 benutzen. (Die Eichinvarianz der Ubergangsmplituden sichert uns,
dass wir letztlich immer den gleichen Exponenten, wie den nachfolgend berechneten,
erhalten.) Alle anderen Helizitatsvektoren sind unabhéngig. Fiir den Quotienten aus
Impulsen und Propagatoren betrachten wir das Szenario maximaler z-Abhéangigkeit,
in dem die beiden Gluonen auf entgegengesetzter Seite des Diagramms stehten, so
dass z durch das gesamte Diagramm ,fliefit“. Aus unserer Analyse in folgt dann

mit (13),

oo 1 (n—2)—2m 1
Alz) =% 22 = . (3.24)

2 Z(n73)7m ~(14+m)

Daraus folgt unmittelbar

Konsequenz 3.7. 1. A(z) besitzt keinen Nebenteil.

2. Das Verhalten von A(z) wird fir grofle Werte von |z| allein durch Diagramme,
welche vollstandig aus kubischen Vertices zusammengesetzt sind, bestimmt.

Als Zwischenergebnis fiir die Ubergangsamplitude A(z = 0) erhalten wir also

A0y =>4 (3.25)

— Zij
ij Y

Es verbleibt jetzt noch die Ermittlung der Koeffizienten a;;, welche gerade die
Residuen der Funktion darstellen. Wie iiblich heben wir dazu die Singularitdaten und
werten deshalb die Funktion g(z) = (2 — 2; ;) A(2) an den Stellen z = z;; aus. Durch
die bisherige Diskussion kénnen wir bereits sagen:

i) Ursache des zu a; ; zugehorigen Pols ist der Propagator P; j(z).

ii) Der Propagator P; j(z) zerlegt das Diagramm in 2 Halften, wobei sich in einer
die zyklisch geordneten Gluonen i bis j (inklusive Gluon r) befinden.

Demzufolge muss A(z) von der Gestalt

ZZA P: ]+121()

7.7

-z S A A7t ()

Zi,j ng

(3.26)
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3.4. Die BCFW Rekursion

sein, wobei die Terme

A?j(z) =A (i, cenyr(2), 0007, —Pz(?)(z)) und (327
- —h . . )
Ajflyi_l(z) =A (PZ(’] )(z),] +1,...,8(2),...,i— 1)

bedeuten. Wir finden somit a;; zu

Zij _
Gij = _ng’ ZA%(Z) Aj—i}-ll,i—l(z)ﬂ (3.28)
(2%

woraus mit (3.25]) schliellich die BCFW Rekursionsformel (3.15|) folgt.
Bemerkung. Aus der Definitionsgleichung des Residuums folgt

1
— A(z) = g Res., A, 3.29
27TZ OB ( ) ZijEB »J ( )

was in Zusammenhang mit Konsequenz sofort Konsequenz reproduziert.
3.4.2. Hinweise zum Einsatz der Rekursionsformel in der Praxis

Vereinfachung der Rekursionssumme

Die Rekursionsformel in ihrer allgemeinen Form ist sehr uniibersichtlich, was die
Zahl der Summanden betrifft. Dem kann jedoch schnell abgeholfen werden, indem
man fur die zu manipulierenden Gluonen ein benachbartes Paar wdhlt. Dadurch wird
namlich eine der Summen in eliminiert. Wegen der zyklischen Invarianz ist es
{iblich fiir die beiden Gluonen einfach das Erste und N-te zu wahlen. In der folgenden
Rechnung verzichten wir aber noch auf diesen Schritt.

29



3. Das Amplitudenkalkiil fiir Gluonbaumgraphen

Sei 0.B.d.A. (hy_1, hy) = (+,—) dann ist:

AT = Z SOAG i =P s AP i1, ST (3.30)
i=r+1 h 5t
mit
N - p24 ~
Po=X| N+ —"— N, (3.31)
< <)\T‘Pr,i|)\r—l] )
Pr,1 - AT*I - # )\r )\rfl 5 (332)
( <)\r’Pr,i|)\r—1] )
5 Py By
Pr,i = Pr,z’ + ’ )\r/\r—l 5 (3'33)

</\T’PT,1")‘T—1]

Identitaten fiir interne Impulse
Will man nun eine Amplitude wie A?f berechnen, so wird schnell klar, dass noch

einige Rechenregeln zum Umgang mit ﬁr,i notig sind. Dazu bemerken wir einerseits,
dass aus ((3.33|) die Identitaten

<>‘T|Pr,i|)‘a] = <)\T|Pr,i|)\a] ) (334)
<)\b|PT,i‘)\r—1] = <)\b‘PT7i|)\r—1] (335)
fiir beliebige a,b € (1,...,n) erwachsen. Andererseits existiert wegen P2 = 0 formal

eine Spinorzerlegung

Pi=Xp Ap (3.36)

im Sinne von ([2.15)). Insgesamt erhalten wir daher

(Ar /\ﬁr’)[)‘ﬁm )‘a] =:(r 7‘Z>[P7’”L a] (r |Pr,i’a] ) (3.37)

Mo Ap, Mg, (= D] =5 (6 P P (r = D] = (blPul(r = 1)), (3.38)

was dquivalent ist zu

~

[B.ia] = (r|Prila] x (rBri) (3.39)
(bPri) = (b Pril(r — 1)] x [Pri (r — 1) (3.40)
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3.4. Die BCFW Rekursion

Konventionen bei Phasenfaktoren

Wie vielleicht schon bei der Ableitung der Rekursionformel aufgefallen ist, unter-
driicken wir hier den mit dem Gluonpropagator auftretenden Faktor der —i,d.h. wir
haben die

Konvention 3. Propagator = 1 - Propagator,., -

Auch dieser Schritt erfolgt nur, um unserer Notation konform beziiglich der uns
interessierenden Literatur zu halten. Gemas der Berechnung der Dreipunktsfunktion
(s. ndchster Abschnitt) mit den in Abbildung vorgestellten Vertices miisste
diese namlich einen Faktor i enthalten. Ahnlich verhélt es sich bei der Handhabung
negativer Impulse. Geméss der Formel fiir die Komponentenschreibweise (

SEITE 14]) gilt namlich:
A_p =1Ap

und analog fir kontravariante Spinoren. Weil die einzigen nicht verschwindenden
Amplituden aber vom Typ MHV bzw. MHV sind, ergibt sich analytisch effektiv
ein Faktor (—1) aus den negativen Impulsen. Ein weiterer Faktor (—1) kéme zu
dem vom Produkt der beiden Amplituden, weshalb insgesamt nur der Phasenfaktor
i vom Propagator verbleibt. Zusammen mit der bereits getroffenen Entscheidung
hinsichtlich der Spinormetrik fiir die kontravarianten Spinoren verzichten wir daher
auf alle Faktoren von 1, d.h. wir benutzen die

Konvention 4. A\_p = \p.

Davon ausgehend, werden wir abschliefend mittels der Rekursionsformel die Parke-
Taylor Formel induktiv beweisen und somit gleichzeitig eine der letzten Liicken in
der theoretischen Abhandlung schlieflen.

3.4.3. Beweis der Parke-Taylor Formel

Betrachten wir also Amplituden vom Typ A2~ (mit komplexifizierten Impulsen). Wir
berechnen zunéchst explizit den kubischen Gluonenvertex als Unter Benutzung von
gleicher Helizitéitseichungﬂ mit g1 = ¢o = q und q3 = k1 folgt:

AT =20 (hy h3) (hi ko) (3.41)

. (12)% (23) [3q]
1) (23 (gl (3.42)

'Die Anwendung minimaler Eichung liefert wegen der Verwendung komplexer Impulse keine
Verbesserung.
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3. Das Amplitudenkalkiil fiir Gluonbaumgraphen

— —kz=kat+k1 -<12>2 [1Q] <12>
A ~ 31) (1] (23) (3.43)
L (12)8
T3y 31 (3.44)

Offensichtlich stimmt trotz aller Sorgfalt der Phasenfaktor der Rechnung nicht mit
der Parke-Taylor Formel iiberein. Eine kurze Analyse zeigt, dass dies auf die Wahl
der Normierungsfaktoren der Helizitdtsspinoren und damit die Spinormetrik sowie
den Phase des Gluonvertices zuriick zufithren ist. In den folgenden Rechnungen
geht die explizite Gestalt der Helizitatsspinoren aber nicht mehr ein, da uns die
Dreipunktsfunktionen als Basisbausteine dienen. Hieraus ergibt sich fiir uns die
Gelegenheit das Problem durch die

Konvention 5. ‘/ggg =1- ‘/ggg QCD

zu beheben. Es folgt deshalb fiir den
Induktionsanker:

oo 2!

@R (247

Entsprechend ist die Parke-Taylor Formel ([3.8]) unsere
Induktionsbehauptung:
S ¢ M 3.46
n (12) ... (nl) ( )
Hierbei bezeichnen j und k die betreffenden Gluonen negativer Helizitéat.

Trivialerweise folgt daraus fiir den
Induktionsschritt:

e (jk)*
w1 A2) L (n(n+ 1), (0 + 1)1

(3.47)

zu dessen Beweis wir die Rekursionsformel in der Gestalt (3.30)) mit r — j nutzen.
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3.4. Die BCFW Rekursion

Induktionsbeweis:
33 1 +
_ A_ . = =S(—h) . —
A121+1 = Z ZA(] v""Z7_PJ(,i))TA(+PJ(,i ),z—i— 1,...,9—1")
i=+1 h Py
(13.2) A~ -~ 1 ~ _ —
! A(] 9 (]+ 1)+a _Pj—j—(J‘H))p2—A(R7:(J+1)7 (]+2)+7 ) k PR (] - 1) )
2,(0+1)
~ — + 1 A_ _ ~
+ A(-P],(]_gy (3_2)+’ (] - 1) )pQ A(] IR k PR (]_3)+7 _P]_j_(]_g))
]7(]_3)
(3.48)

1
Wie man sieht sind beide Summanden vom Typ A3 — A7, so dass mit (2.14f) und
p

, folgt

2— _ [(]+1)ﬁj,(]+1)]3 " 1
Lo+ 0P GOEEO+)]

<PJ7(]+1) k>4

(P(+2) - (n(n+D))(n+1)1)--(G-2) G- VNG -1 P)
L lo=96-DFP !

Pu-21G-0P (=20G-1G-20-1)]

y (k) _

Hiervon entfillt der komplette erste Summand, da wegen (3.39)) gilt

~

[(7+1) Py 4] = 0. (3.50)
Fiir den verbleibenden Summanden konnen wir aus (3.31)) bzw. (3.32) auf

)‘j = )\] und X]/—T: ’)\v(jfl) (351)

~

schlieBen. Von den verbleibenden Produkten mit P, ist es geschickt sich auf [P(;— 2)]
und ((j — 3) P) zu konzentrieren, da die anderen beiden nach (3.39) bzw. (3.40) bei
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deren Berechnung auftreten.

PG-2]=(G-DNG-2) -] x P (3.52)
(G=3)P)=((G-3) -2 -2 G- 1] x [P(—1)]" (3.53)
Damit geht iber in
2 :[13(3—1)]<JA>>< 1
TG P(P) (-2 0-DNG-1)
y () (3.54)
GO+D) -+ D)+ D)1 (-3 (—2))

(k)

(G=200=1) -+ D) (n+1)1)--((G-3)(1-2)

was den Induktionsbeweis vollendet.

Eine duflerst bemerkentswerter Aspekt dieses Beweises ist der Umstand, dass wir
in keinem Schritt unser Wissen tiber den tatsachlichen Wert von z; j benotigt haben
{25]}. Allerdings kénnen wir aus diesem Beweis auch einen wesentlichen Unterschied
zum CSW Formalismus abstrahieren, denn es gilt

Feststellung 3.4. Die Verwendung der BCFW Rekursionsformel setzt im allgemei-
nen die Existenz von MHV und MHYV Vertices voraus.

3.5. Zusammenfassung

Offensichtlich unterliegt der Storungstheorie eine bisher verborgene Struktur, die
einen Zugang abseits bzw. unter impliziter Verwendung der Feynmanregeln ermoglicht.
Auch wenn wir die genaue Struktur momentan nicht wissen, so ist doch in jedem
Fall klar ein tiefer Zusammenhang mit der in Kapitel 2 eingefiithrten Formulierung
zu erkennen.

Es gibt nun verschiedene Arbeiten die beide Zuginge des Amplitudenkalkiils
miteinander in Verbindung zu bringen. In der Regel wahlt man dabei die Rekur-
sionstechnik um die Giiltigkeit von MHYV Vertices zu verifizieren {25}, vor allem
auBerhalb des masselosen Sektors. Interessanterweise ist das im Beweis der BCFW
Rekursionsformel {24]} aber gerade andersherum.

Unser primares Interesse gilt jedoch der Frage, wie man moglichst schematisch
Amplituden mit grofler Anzahl externer Gluonen berechnet. Dazu untersuchen wir
im néchsten Kapitel den fiir die BCFW Rekursion einfachsten Fall. Die Rechnung
wird uns dabei offenbaren, dass die BCFW Rekursion eine technische Abwandlung
des CSW Zugangs ist.
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4 Split Helicity Gluonamplituden

Die Entwicklung des Amplitudenkalkiils hat Anstofl zur Entwicklung vieler neuer wie
auch zur Vereinfachung alter Ergebnisse im Bereich der perturbativen QFT gegeben.
Bemerkenswert sind dabei vor allem zwei Resultate: Das von D. Kosower fiir alle
Next to MHV Baumgraphen-Gluonamplituden {[I2]}, sowie das von R. Britto, B.
Feng, R. Roiban, M. Spradlin und A. Volovich fiir Split Helicity Amplituden {I3[}. In
beiden Féllen konnte eine geschlossene Losung gewonnen werden. Wahrend das zuerst
genannte Ergebnis unter Verwendung des CSW Zugangs erzielt wurde, benutzten
die Autoren des letzteren die BCFW Rekursionsformel. Wir werden uns in diesem
Kapitel nun genauer mit dieser Arbeit und ihren Ideen auseinander setzen und so
ein Schema ableiten, das geeignet ist auch Gluonamplituden mit komplizierterer
Helizitatsstruktur zu berechnen.
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4.1. Motivation

Wir beginnen dieses Kapitel mit der abstrakteren

Definition 4.1. Eine Helizitatsklasse ist eine Menge von Gluonpartialamplituden,
die gleiche Helizitatsstruktur bei variabler Gluonenzahl aufweist.

Im Sinne dieser allgemeinen Klassifizierung bilden die Amplituden Aj~ selbst fiir
jeden Wert von ¢ eine separate Helizitédtsklasse. Allerdings ist die zugehorige Struktur
fiir groflere ¢ zu unbestimmt, um konkrete Aussagen treffen zu kénnen. Spezialisieren
wir uns aber auf die eingangs erwahnten Split Helicity Gluonamplituden mit ihrer

Definition 4.2. Die Gluonpartialamplituden vom Typ
Ay (17,27, ¢, (g+ D)) = Ay g (4.1)

bilden die Klasse der Split Helicity Amplituden.

so stellen wir fest, dass
Aq, n—q . A2, 1 pi2 Aqfl,nfq + Aq,nqul pin—Q Al, 2 - (42)

Setzen wir fiir die Propagatoren und die Dreipunktsfunktionen ihre analytischen
Ausdriicke ein, so finden wir

Feststellung 4.1. Split Helicity Amplituden bilden eine geschlossene Helizitdtsklasse
unter der BCFW Rekursion!

Ein analoges Resultat konnen wir aus unserem Beweis der Parke-Taylor Formel fiir
MHYV Amplituden ablesen. Da fiir diese eine geschlossene Losung existiert, drangt
sich die Frage auf, ob fiir Split Helicity Amplituden auch eine kompakte Formel
gefunden werden kann. Erste positive Hinweise dazu liefern die primitiven Falle ¢ = 1
und ¢ = 2, die eine solche besitzen.

Wie schon in Abschnitt [3.4.2] angekiindigt, treffen wir die &uferst beliebte Wahl
(1,n) — (1,7n) zur Ableitung aller nachfolgenden Ergebnisse. Es gilt deshalb

. P2, _
Pl=P +——"— X\,
TPy T
A Pt
P,=P,— ——"— A\, 4.3
2
o~ pli ~
Pi=Pi+—"— N\,
1,’L 1,Z+ <1|P17,L|’]’l,] ]. n
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4.2. Die MHV-Lésung

4.2. Die MHV-Lo6sung

Schon kurze Zeit nach der oben vorgestellten Erkenntnis publizierten die eingangs
erwiahnten Autoren einen Gemeinschaftsartikel {13} mit einem Loésungvorschlag. Bei
korrekter Formulierung muss dieser wie folgt lauten:

min(qg—3,n—q—2)

N1N2 N3

AMHV +E 4.4

q,n—q — Z Z D1D2D3 ( )
k=0 Ak, By

Dabei gilt fiir die Mengen Ay, bzw. Bj1, mit der Kardinalitat k /k + 1:

A ={ar,a2,...,ax} €{2,...,¢ -2} (ai < aiy1) (4.5)
Bk+1:{bk+1,bk,...,b1}g{q+1,...,n—1} (bi+1<bi) )
Ferner sind die Gréflen N; und D; bestimmt durch:
Ny = <1‘P2,b1Pb1+1,a1Pa1+1,b2 o -Pbk+1+17q,1‘q>3
k41
Ny = (by +1by)(ba + Lbo) -+ (beg1 + Lbpyr) = [ [ (b + 1 b)
i=1
k
N3 =lay ay + 1] - [ag ax + 1] :H[ai a; + 1]
i=1
Dl - P22,b1Pb21+1,a1P21+1,b2 e Pl)2k+1+1,q—1
(4.6)

D2 = Fq71 {6q,3 (1 — FQVq_l) =+ qu_l} mit
Fo1:={qq+1){g+1q+2)---(nl) Fayq1:=[23][34]---[qq—1]
D3 = [2| Py, b1 + 1) X (b1] Py 41,0, ]a1] X [a1 + 1| Fay 1,6, |b2 4 1) X

X <bk+1|Pbk+1+1,q—l‘q - 1]

(q—1q)?

E =9
@ Fq,q—l

Um ein besseres Verstandnis fiir diese Terme zu erhalten, wurde zudem ein passen-
des graphisches Schema entwickelt. Hierzu ordnet man alle Gluonen im Uhrzeigersinn
auf einem Oval oder Kreis so an, dass die Gluonen mit negativer Helizitit auf der
oberen Halfte liegen wahrend die mit positiver unten zu finden sind.
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4. Split Helicity Gluonamplituden

12 et ot .

) |
| =y

N |
| gy

= ’m

"n1b 410 bytlby q+
Abbildung 4.1.: vorwérts Zickzackdiagramm

Danach verbindet man die Gluonen entsprechend der Propagatorindizes in D7, wobei
die Linien (= Propagatoren) immer zwischen den benachbarten Gluonen beginnen
und enden (s. Abb. . Auf diese Weise entsteht ein Diagramm aus vorwérts gerich-
teten Zickzacklinien. Ganz offensichtlich ist es moglich jedem in auftauchenden
Summanden, bis auf £, mit einem solchen vorwérts Zickzackdiagramm zu assoziieren
(und umgekehrt).

Tatsachlich jedoch versperrt diese Interpretation die wahre Natur der Losung. Kon-
zentrieren wir uns stérker auf die algebraische Struktur so stellen wir fest, dass

Ny
— ~ A ) 4.
o MHV (4.7)

In Anlehnung daran fiiren wir die Bezeichnung MH V-Losung fiir ein.

Werfen wir noch kurz einen genaueren Blick auf die MH V-Lésung. Die eingebauten
Kroneckersymbole (= Fallunterscheidungen) verraten uns, dass es sich eigentlich um
eine zusammengesetzte Losung handelt. Insbesondere kann ohne den Zusatzterm F
die gesicherte Parke-Taylor Formel nicht reproduziert werden. Es existieren namlich
auch negative obere Summationsgrenzen und zwar genau dann wenn

g—3<0&qg<3 = Aon, Ain-1, Avav,

(4.8)
n—-q¢—2<0&n—qg<?2 = Ano, An-11,

was die Notwendigkeit des Summanden E belegt. Dariiber hinaus ist, ohne den hier
zusdtzlich eingefiihrten Term E, kein induktiver Beweis der gesamten Formel mdglich.

Die Implementierung des zweiten Kroneckersymbols (in Dj) ergibt sich ebenso
aus einem konsequenten Studium von {I3]} und kann in enger Verbindung mit dem
Term E gesehen werden, wie uns ein sorgféltiger Induktionsbeweis noch zeigen wird.
Ein weiteres Manko ist
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4.2. Die MHV-Lésung

Feststellung 4.2. Die MHV-Ldsung ist nicht manifest symmetrisch unter Paritdts-
transformation. Die Relation

(Aginta)” = Anlag

ist nur durch Umformungen der jeweiligen Endergebnisse zu erreichen.

Hierzu betrachten wir ausfithrlicher die Berechnung von MHV Amplituden. Aus der
Formel geht hervor, dass es nur den folgenden Summanden gibt:

AMHY 1 _ (1| Pyt Pop3|n —2)°
Tt Fa01{043(1 = Fapn_3) + Fapn_3} Py, P2, 3
i (4.9)

X .
2| Py y—1|n)(n — 1| Py p—g|n — 3]

Offensichtlich entspricht dies nicht der uns bekannten kompakten Darstellung. Zur
Umformung benétigen wir nur die Impulserhaltung nach der

Pupns=Py+P+...+ Pp_g=—(Poa+P,1) und

(4.10)
Pon1=Py+Ps+...+ P =—(P,+ P)
ist. Wir erhalten so [l
AMI%g: ]._ _ <]-|PTLP7’L—1 |n—2>3
Tt P01 {03(1 = Fopn3) + Fop3} (n1)[n1]{n—1n—2)[n—1n -2
" (nn—1)
21(In)(n—1n—2)[n —2n — 3]
B 1 [n—1n)?
{643(1 = Foy 3) 4+ Fap 3} [n—3n—2][n—2n—-1][n1][12]"
(4.11)
Da fiir MHV Amplituden n = q + 2 ist, liest sich dieses Ergebnis auch als
MHV 1 [g+1q+2]
AnZap = Agn—q = = = )
’ {64,3(1 = Faq-1)+ Foq1} [a—1q][gq+1][g+21][12]
(4.12)

was wegen der Definition von 72711_1 mit dem bekannten Ausdruck iibereinstimmt. Im
Sonderfall ¢ = 3 wird dabei, dank der d-Konstruktion, der Faktor FQ,q_l unterdriickt,
so dass man das richtige Ergebnis erhalt.

 iir Einzelheiten im Umgang mit den verschiedenen Spinorprodukten siche Anhang C
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4. Split Helicity Gluonamplituden

4.3. Die MHV-Losung

Bereits in ihrem Artikel weisen die Autoren auf die Existenz einer, ihrer Meinung
nach, weiteren Realisierung der Split Helicity Losung hin. Dabei sollen Anfang und
Ende der Zickzackstrecke jedoch im Bereich der Gluonen positiver Helizitdt liegen (s.
Abb. . Mit etwas Ubung findet man die zugehérige Gleichung relativ schnell zu

min(n—q—3,q—2)

ANV =y > NiNoNy E, (4.13)

q,n—q e
k=0 Ak, Brt1 D1D>Ds

wo jetzt fiir die Mengen Ay bzw. By gilt:

Bk+1:{bk+1,bk,...7b1}g{l,...,q—l} (bi+1 <bi)

(4.14)
A ={ai,a2,...;ax} C{qg+2,...,n—2} (a; < ajt1).
AuBerdem ergeben sich die GréSen N; und D; zu
N1 =g+ UPgs26, Pory1,a.Par 1,00+ Poyp oy +1,n—1] ok
o k+1
Ny = [by + 1 b1] -+ [bpys + 1 bga] = [ [bi + 1 0]
i=1
k
Ng = (a1 a1 + 1><a2a2 + 1>-~<akak+ 1> = H(a, a; —|-1>
i=1
bl = Pq2+2,b1 Pl)21+1,alpa?1+l,bg e PI)21H,1+1,77,71 (415)

D, = Fn,qul {0n—q3 (1 = Fgyan-1) + Fyran1}
D3 = (g + 2|Pq+2,b1|b1 +1] x [b1|Pb1+1yal|a1> x (a1 + 1’Pa1+1’b2|b2 +1]

o X b [Py +1,n-1n — 1)

— n—1n]3
an—l

)

Mit Hinsicht auf unseren algebraischen Standpunkt geben wir dieser Losung den
Namen MH V-Losung.

Weil die MHV-Losung keine prinzipielle Neuerung darstellt, leidet sie an analogen
Unstimmigkeiten wie ihr Gegenpart. So lautet die Bedingung fiir negative obere
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4.3. Die MHV-Lésung

1z b bl bitlaly

i
=

1N
1l
1N
1l

n-1 as+1 asy a1+1 aq q+2 q+1

[ B
n

Abbildung 4.2.: riickwarts Zickzackdiagramm

Summationsgrenzen diesmal:

g—2<0&qg<?2 = Ao, A1n-1,

(4.16)
n—q—3<0& n—qg<3 = AnoAn-11, Az

Das heif3it aber, dass uns diese Losung die Berechnung von MHV Amplituden direkt
gestattet. Geméas (4.13) tritt dabei nur ein einzelner Summand auf, welcher

ANV _ 1 [3| P11 Po.n1|n]’
MHV — — 5 . P2 P2
Fps{on—23(1—Fyp1)+ Fapn-1} 15 1 (4.17)
[12] '

X
(4| Py |2] [1| Pyp—1]n — 1)

lautet. Wie schon bei der Berechnung der MHV Amplituden, bendtigen wir auch
hier wieder die Impulserhaltung zur Umformung in den bekannten Ausdruck. Mit

Py1=—-P3 und Py 1=—-P,1 (4.18)

geht die rechte Seite oben dann iiber in

ANV = 1 [3| P3Py |03
MY Fﬂ,?) {61172,3 (1 - F4,n71) + F4,n71} <2 3> [2 3} <n 1>[TL 1]
[12]
@3B nlnn 1) (4.19)
! (12)°

" {Op23(1— Fyn1)+ Fap_1} (23)(34)(n—Ln)(nl)"

was in allen Fillen gleich der kompakten Darstellung von MHV Amplituden ist.

Fiir beliebiges g stehen wir also hier vor dem gleichen Symmetrieproblem wie zuvor.
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4. Split Helicity Gluonamplituden

Allerdings scheint die MHV-Losung die notwendige Struktur zu besitzen um den
Gegenpart fiir die MHV-Losung zu bilden und umgekehrt.

4.4. Die symmetrische Losung

Bis jetzt verfiigen wir iiber zwei vollwertige Losungen, bei denen die allgemeine
Symmetrie nicht ohne weiteres ersichtlich ist. Gleichzeitig scheint aber in diesem
Punkt ein Zusammenhang zwischen beiden Loésungen zu bestehen, wie man fiir den
Sonderfall ¢ = 2 sofort erkennen kann. Wir wollen daher einmal die Auswirkungen
der Paritatstransformation auf die MH V-Losung genauer untersuchen. Zunéchst sind
nach die Klammersymbole zu vertauschen, also (|) «— [|]. Wegen unserer
Definition [4.1] am Anfang des Kapitels geht die Helizitatsinvertierung aber zusitzlich
mit einer zyklischen Rotation der Gluonen einher. Dadurch werden die Gluonen
mit vormals positiver Helizitdt nach hinten geschoben, was nach Kapitel eine
jederzeit zulassige Umformung darstellt. Also finden wir

i—(n—q)+i firie{l,....q} AN j—j—qfirje{qg+1,...,n}, (4.20)

so dass die Anzahl der Gluonen mit positiver Helizitat gegeben ist durch n — ¢ = q.
Wie man leicht an einem Term wie N nachvollzieht, reproduzieren wir mit dieser
Vorschrift gerade die MH V-Losung. Konsequenterweise vermutet man daher in

1 —_
sym - __ MHV MHV
A‘Ln—q - i(Aq,TL—q + Aq,n—q) (4.21)

den richtigen Ansatz fir eine konsistente symmetrische Losung.

Aufgrund der Rechnungen oben mag sich der aufmerksame Leser fragen, ob hierin
die Summanden E bzw. E nicht iiberfliissig sind. Das dem nicht so ist liegt allein an
der Amplitude As o, welche gleichzeitig MHV und MHV Amplitude ist. Sie wiirde
dann nicht von der Losung erfasst werden und miifite statt der anderen beiden Terme
implementiert werden.

Bemerkung. Wegen ihrer Eigenstandigkeit greift man in der Praxis zur effizienten
Berechnung von Amplituden selbstverstandlich, je nach Verhéltnis von ¢ zu n — g,
lieber auf die MHV- bzw. MHV-Losung allein zuriick.

Wir folgen auch im nichsten Abschnitt dem Weg, der in {13} beschritten wur-
de und iiberzeugen uns von der Korrektheit unserer prasentierten Losungen per
Induktionsbeweis.
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4.5. Induktionsbeweis der MHV-Losung

Wie man den Formeln der vorangegangenen Abschnitte entnimmt, ist die Anzahl der
Gluonen mit positiver (oder negativer) Helizitat der entscheidende Parameter. Wir
fiihren daher einen Induktionsbeweis in q, bei beliebiger Gluonenzahl n. Ausgehend
von der MHV-Losung vollziehen wir dabei den Induktionsschritt von ¢ — 1 nach q, so
dass der notwendige rekursive Zusammenhang mittels der BCFW Rekursionsformel
erarbeitet werden kann. Als Induktionsanker werden uns die Amplituden Ag ,, dienen,
alle anderen eingearbeiteten Sonderfille zeigen wir durch Fallunterscheidung.

Im Vordergrund des Beweises stehen vor allem die technischen Details, was uns ein
besseres Verstandnis der Funktionsweise der BCFW Rekursionsformel erlaubt. Das
wiederum wird es uns spater ermoglichen, den eingangs erwahnten konstruktiven
Zugang zu entwickeln.

4.5.1. Ableitung eines rekursiven Zusammenhangs

Entsprechend dem Einleitungsabschnitt wihlen wir die Manipulation (1,n) — (1,7),
die zu den Ergebnissen (4.3)) fiihrt. Betrachten wir damit genauer, was eine einmalige
Anwendung der BCFW Rekursion auf A, ,_, bewirkt.

. ~ 2 R
Agn—q=A (1_,2_,—P1":2) (pl,g) A (P1_72,3_,...,q_,(q+ 1)+,...,n+>

+ A </1\_,2_, ceey (TL — 2)+, —ﬁfn72> (anfQ)iZA <ﬁ17,n72’ (n _ 1)+7ﬁ+)
n 2 ~ - ~
N [n[l][21]2] <1<13i>2>2 A(PL%S e d ,(q+1)+7---7”+>
(n—11) [n —1n)?

(= 1n)(n 1) [Py y

A(T*,z*,...,(n—zﬁ pt )

T n—1,n
(4.22)

Offensichtlich ergibt sich jeweils ein Produkt aus 2 Amplituden, das wir mittels der
Parke-Taylor Formel auflésen konnten, wéren nicht die blau gehaltenen Beitrage

vorhanden. Leider helfen uns hier die Indentitéaten (3.39) und (3.40|) nicht weiter.

Um das Problem zu beheben und die Produkte berechnen zu kénnen, inspizieren wir
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4. Split Helicity Gluonamplituden

die Objekte ﬁLg und ]3”_1771 noch einmal genauer.

(13172)1“ C2 () i+ () i+ [[;Z]] (Alin)“

L {2al() 4+ 1200, )

= (P2) 4 — 7()\1)14()\2),4 (4.23)

Analog findet man

() = o (P %) = (B, (a2

A

Mit diesen Umformungen lautet unser Ergebnis (4.22)) nun

n2 ~ _ ~
Agn—q= AA(Q ,37,...,q ,(q—i—l)"',...,n"')
[n1][12] (4.25)
-11 ~ — '
uA(l_,2_7...,(n—2)+,n— 1+) .
(n—1n)(nl)
Wir erhalten also schematisch eine Zerlegung vom Typ
Agn—q =V Aq—1n—q + h Agn—q-1, (4.26)

die unseren Anspriichen nicht ganz geniigt. Um den gewiinschten Zusammenhang zu

erhalten muss der zweite Summand erneut der BCFW Rekursion unterworfen werden.
Dabei entstehen wieder 2 Summanden, von denen nur der erste die ¢ — 1 Gluonen
positiver Helizitat aufweist. Auf diese Weise entsteht eine Iteration, bei der der zu
behandelnde (hintere) Summand nach dem j-ten Schritt vom Typ A, ,—q)—; ist.
Das Verfahren bricht also ab, wenn (n — q) — j = 2. Leider verfiigt dieser Summand
aber noch iiber ¢ negative Gluonen. Die benétigte Anzahl an Schritten ist somit
j=m—q)—2+1=(n-gq)— 1. (Zur Erinnerung: MHV Amplituden bilden eine
geschlossene Klasse.)
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Als vorlaufiges Resultat unserer Bemiihungen bekommen wir folgende rekursive

Darstellung von A, —4:

n—q—1 7—1
~ _ — _*
Agn—q = Z 51ij+(1—51,j)ijhl A <2j 3 g yyn—(5—1) )
j=1 I=1
n—q—1 . . n
=: z de(2]._,3_,...,q_,...,n—(j—1) >
j=1
(4.27)
In Verallgemeinerung zu (4.22]) sind die Vorfaktoren dabei bestimmt durch
-2 i o0— B
U] - pi]'_12 A (1] 72 7Pij—l’2>
_ (12)2
[i]_l 2] <2 Pij_1,2><Pi]'_1 2 1>
— 2 _p— _ Nt o (] _
T = pn—l,n—/(l\—l) 4 ( P’n—l,n—/(l\—l)7 (TL l) A (l 1) )
- n—ln— (I 1)>
m=In—(10-1)n- (- 1)Pn—l,n—/(l\—1)][Pn—l,n—/(i\—1) n—1]

Mittels der Identitaten 1 , 1} fiir ﬁx,y und Manipulation durch Schouteni-

dentitaten wie oben lassen sich diese Gleichungen umschreiben zu

V; = [2 n _(/j\_i)]\ 9
[j-12)[1j-1n— (- 1) (4.29)
(In-=1)
hy = .

n=In—(10-1)1In-(-1))

Unsere néichste Aufgabe besteht nun darin die expliziten Ausdriicke der Spinoren
von (Py)j, (P); und P,_(j_yy abzuleiten. Hierfiir ist es niitzlich, die im ersten Schritt
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4. Split Helicity Gluonamplituden

vorgenommenen Umformungen zu rekapitulieren.

n— 1

AL AT T
Schouten [n 1]
Ao T Ao+ ﬁ)q = (M)
1o (4.30)
A P N E =
[n 2]
0y Sc'iiu?)fen X <77, 1> Y }\’/\

An—1 n—1+ m—in = M

Entsprechend lauten diese Gleichungen fiir den zweiten Schritt

~ . BCFW ~ (n—2n-1)~ ~
(Ah (i)lJrW/\n/_\l:()\i)za
chouten _11
Ay S )\2+[n/\121])\1=()\g)2,
[”1_ ) ] (4.31)
Aot Y N [/1\] A=A,
[n—12]

(Xl)] (Xl)j—l T = Znn__j({)_ 1)> Xn—(]-l)
)y = do 4 B D Ll
n—(—1)2] (4.32)
(11 2]
)‘n—(a—l) ==+ [n _(/J\l_ 1) 2] M
< X (n-(G-D1)+
)\n J An—j + (n—j1) n—(j-1)

im j-ten Schritt schlieft. (Es gilt (A\j)o = AL und Ay = Ay
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Gliicklicherweise lisst sich die letzte Gleichung einfach auflésen zu []

~ 1

Der gewahlte Index ist dabei bereits unserer Summation angepasst. Als néchstes
kann man die Gleichung fiir (A;); umformen zu

n—(I0+1)n-1)~
J—)\1+Z >)\n—l

(n—(+ 1) 1)
X i1 (4.34)
J =0
Daraus ergibt sich
~ P p_jln—1j
(A)j = %M : (4.35)

Aufbauend auf diesem Wissen ist man nun auch in der Lage die verbleibenden

Spinoren in (4.32)) explizit angeben:

ATy = T m U DD R
Po_(j=1),2 Pon—j 1)
(1P, n—j 2]

(4.36)

(A3); =

Es verbleibt nun noch die Berechnung von d;. Hier brauchen wir nur die erarbeiteten
Losungen einsetzen und erhalten

(n—=(G =11 (] Ponjl2]

v; = 2 - s
P —(J=D| Py i |2
7oy (0= G =Dl Py 2 )
b — (In-=1)
s in—(—1)In-(01-1)’
woraus sich d; einheitlich zu
1 Pop—j|2 —(j—1)1)2
<n_(]_1)|P2n ]|2] 2n ]F —(5—-1),1
formuliert.

 fiir Einzelheiten des Bracketkalkiils siehe Anhang C
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Damit bekommt (4.27)) die explizite Form

PR o (11 Py s 12
T H Ry P (= (= D Pynj 12 (4.39)

. o — .\t
X (n= (=D Agin o qn(2n=G-1))
Hier invertieren wir durch b =n — (j — 1) zu guter Letzt die Summationsreihenfolge,

so dass, mit einigen kosmetischen Veranderungen, der von uns gesuchte rekursive
Zusammenhang

o DRy |2 e oy
Aq,n—q - bzq—:’—z Fb,l Ple <b| Pb71 |2] Aq—l,b—l—(q—l) <2n—(b—1)’ e ,b > (440)

lautet. Die zugehorigen, veranderten Impulse sind dabei bestimmt durch:

Py p-1 P 1(1) Py 12]
YO PR et 5 8 A W A L o B
(As)n—p—1) = A2 Ay = 1) Pyp1|1)

Mit diesem Ergebnis konnen wir nun beginnen die Richtigkeit der MHV-Losung zu
beweisen. Allerdings erfordert dies wegen der vorhandenen §-Symbole eine sorgfiltige
Fallunterscheidung.

Haufig tauchen in den folgenden Rechnungen Produkte mit Impulssummen P, g
auf. Diese Impulssummen enthalten zwingend sowohl P;, als auch (P),,_ (1), oder
keinen von beiden. Dabei gilt im ersten Fall

X|PT7S‘Y:X‘Pr—i-...—l-PB—F(PQ)n,(b,l)+...+PS’Y

4.42
=X|P+..+B+Pu+...+P,+P+P+...+F|Y, ( )
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4.5. Induktionsbeweis der MHV-Losung

denn [
@I (X| Pyt 2] (X|Ps 1P 1|1)
X|P +p,|y) Y 228 g p 1y 5o 2Y
KB BNT= Ay gy M M g e Y
(X[ Aps 1) 5 )
= ﬁ <_ [Aps, 1 2] (1P o1 [Y] = [Apy [ Pop—1 (1) [QY]>
(X[ Aps o 1) Ppa s 1) [~ 1 XA
- fﬁbp; b—l?g]b 1 <[)‘p3,b—1 2] [)‘pz,b—1 Y] + [)\p3,b—l >‘p2,b—1] [Y 2]>
(X Ay Ppna 1) [ 5
=i ()

(4.43)

4.5.2. Die Falle ¢ <3

Ausgehend vom Induktionsanker Ag, bestehen erste Anwendungsmoglichkeiten von

(E40) bei

> g=1:
Fiir den Fall Ay ;1 kennen wir ja das Ergebnis schon aus Kapitel 3. Wenden
wir die Vorschrift an, so werden Amplituden mit nur einem negativen Gluon
auf eine Summe von Amplituden mit ¢ = 0 abgebildet. Unter Verwendung des
Induktionsankers folgt, dass jeder einzelne Summand gleich 0 ist und deshalb
auch die gesamte Summe. Die MHV-Losung reproduziert damit das bereits
bekannte Ergebnis A ,_1 = 0.

> qg=2:
Sowohl aus dem Induktionsbeweis der Parke Taylor Formel (s. Kapitel 3),
wie auch aus dem ersten Abschnitt dieses Kapitels wissen wir, dass MHV-
Amplituden unter der BCFW Rekursion wieder auf MHV-Amplituden abge-
bildet werden. Die Anwendung von ist daher mit Vorsicht zu geniefen.
Insbesondere lohnt es sich einen genaueren Blick auf die Summe zu werfen.
Eine zentrale Rolle kommt némlich dem letzten Summanden zu, den wir fiir

!Das die Impulssummen P, nicht auf dem Lichtkegel liegen und somit mehr als einen Eigenwert
haben, ist fiir die Rechnung unerheblich.

49



4. Split Helicity Gluonamplituden

die folgende Diskussion explizit angeben:

— (01)* (1] Py,p-1 2] - -
Agpo = : A{p_o (2 ,...’b+
22 = 2 B i > (%o 0")

(41)% (1| Pz |2]
Fy,1 PPy (4] Pa1 2]

(4.44)

A172 (57,3+,Z+>

Setzen wir nun die MH V-Losung hier ein, so verschwinden geméB den Uberlegun-
gen aus Abschnitt alle Summanden bis auf den Letzten. Die MHV-Losung
selbst ist namlich als Losungsansatz fiir physikalische Amplituden konzipiert,
wahrend die BCFW Rekursion zwischenzeitlich auf komplexe Impulse zuriick-
greift. Beides zusammen kann natiirlich nicht harmonieren und so behandelt
die MHV-Losung die komplexifizierte Amplitude A; o </2\_, 3T, 21“‘) auch nicht

als MHV Amplitude. Korrigieren wir dies per Hand, so ergibt sich die iibliche

Struktur
343
Al = [Q 3][4 Q] . (4.45)
Aus folgt weiter, dass
23] = 23],
o BlPs(l)  [32)(12)
[3 4] - <4213> - <4 1> ’ (4.46)
o _ ([ P232]
und deshalb ist
" _ M1V(u&3p]x (12)2[32]* (41)
YT P PR APy 2T (1P 23] (1 Pa 2]
(12)°[32)" (4.47)

 Fu1P3a(4] Py 2]
(12)> _(q—1q)?

Fy1 Foq-1

Diese Zerlegung steht iibrigens in voller Ubereinstimmung mit Kapitel 3. Wiirde
man dort die Rekursion immer wieder durchfithren, fiele man schliellich auf
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4.5. Induktionsbeweis der MHV-Losung

die Amplitude A (i_, 2=, 3%, 21+) zuriick. Deren Zerlegung ist aber gerade
1= o— o+ j+) _ - o9— _ D+ D— o+ i+
A(1,2,3,4)_A(1,2, PM)A(PLQ,B,ZL),

was die Anwendung von (4.40) im Nachhinein rechtfertigt und somit die
Konsistenz der Rechnung fiir den eingefithrten Erweiterungsterm E belegt.

q=3:

Auch der Fall der NMHV Split Helicity Amplituden bedarf einer separaten
Behandlung, da hier der Faktor d, 3 in Do zum Tragen kommt. Dartiber hinaus
fihrt diesen Amplitudentyp auf MHV-Amplituden zuriick, so dass nur
der Erweiterungsterm E beitragt:

(b 1) (1| Py |2] 5- bt
Ay, = ’ Azps (2 et
e ; Fy 1 Pb2,1 (b] Py, 1 2] 20 ( e ) (4.48)
B Z": (12 (1 Poopa 2] (23)° |

— Fo 1 B (O Py |2] - (34) - (b—10)(b2)
Mit Hilfe der allgemeinen Losung (4.41)) finden wir

(1 Pp1Psp—113) (1| Pap—1Pp213)

G =B, T (P2 (449
o (0= 1P (2] (p1){(b— 1] P2 2]

(b—1b)=—(b1) 1 Pyp1l2] (A Pyp12] (450

(h3) = (b 1>[2‘(]!1DT7;D_271£317E]12PM 1) ’ (4.51)

c10) 9 (b1)(1]| Py,p—112]

B SO (1 Py 2]

Insgesamt erhalten wir also

Agp 3= zn: (1) (1] Py |2]
" Fy 1 Py ) [2 Payp-1 |b)
» (1| Pyp1 P2 |3)3 (1| Py p—q [2°
Fyp 1 P2y (01)2 (b — 1] Pya|2] (1 Pop1 |22
- (1] Pop—1Py2|3)® (b— 1)
e R Py, Pb272 2| Py,p—110) (b—1| Py2 2]’

b=5

(4.52)

was zusammen mit b — j — 1 exakt dem Ergebnis in {13]} entspricht.
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4. Split Helicity Gluonamplituden

4.5.3. Der Bereich 3 <g<n—1

Wenden wir uns nun dem Hauptteil des Induktionsschrittes zu. Entsprechend der
Struktur des rekursiven Zusammenhangs (4.40[) miissen wir dabei in diesem Regime
zwel grundsétzliche Falle, by = b — 1 und b; < b, unterscheiden.
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» by =b—1:

Nimmt by den grofftmoglichen Wert an, kommt es zu zahlreichen Verdnderungen
in den einzelnen Faktoren von (|4.40]). Die einzigen nicht sofort einsichtigen
Beitrage stammen hierbei von

) (b—1| P2,p—1]2]
b—10) = —(b1 ; 4.53
< ) (b1) (1| P2, p—112] 5%
und
- 2| Pop1P35-1P1|1)
b2)=(b1 ’ : :
b2 =01 == Py [2]? (4.54)
€y pp, LRI |
0L 0[Py 1 1217

Folglich enthélt ein Zickzackdiagramm von diesem Typ als analytische Beitrage:

Ny = Q2| P31 Py, Poyyyi,g-110)°
) 3

P3.b—1 3
o o1 | (U P2e-1 Py Pogyy41,9-110)
(1[P2,p-12]

No=(bb—1){bg+1bg) - (b1 +1bpy1)

(b1) (b—1| Poy112)
- [<b 1 z)><1|13227b_1 2]] (0b—1)(b2 + 1 ba) - (bt + 1 bya)

N3 = a1 a; +1]---[ag ax + 1]

1
(=)

(4.55)
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4.5. Induktionsbeweis der MHV-Losung

Dy =P;, | P}, - .pgﬁLkaPbngH’qil
Piy
P}y
Dy = Fq,i {0g,3 (1 — F3,q—1) + ngq_l}
(b12P3, y (b—1| Py yy |2]
Fyo11(23] (1] Py p-1]2]?
D3 = [3| P31 |l;> X (b—1| Py gy |a1] x -+ X (bgs1| Pog,yi1,q-1 lg — 1]
P3y (23] (b1)
[2] P2, p—1 [b) (1] P2, p-1 |2]

2 2 2 2
PZ,b*l Pb,al T Pak+1,bk+1pbk+1+1,q71

Fyi{043(1 = Faq 1)+ Faq 1}

(2| Py p—1|b) x (b— 1| Py q, |a1]x

o X bkt | Py yy41,9-1 1 — 1]
(4.56)

Offensichtlich sind darin schon die Terme fiir ein analoges Zickzackdiagramm
von Ay, enthalten. Fassen wir die storenden Zusatzfaktoren in den eckigen
Klammern zusammen, so ergibt sich

{ } B PPy 2P |b) oy By (0 Py |2]

<b 1>2 <1| P2,b71 ‘2] B <b 1>2 <1| P2,b71 ‘2] s (457)

was gerade dem Inversen des Vorfaktors in (4.40]) entspricht. D.h. diese Zick-
zackdiagramme rechter Hand in (4.40)) korrespondieren mit gleich langen
Diagrammen auf der linken Seite der Gleichung.

by <b-—1:
Hier ist es duflerst geschickt zundchst einmal die Auswirkung auf den Faktor
N7 zu untersuchen.

N1 = (2| Py by Poy1,a1 - Py 41,91 0)°

1
N {w} (11 Po,p—1 Po,2 Ps.by Poy1,ar -+ Popry 1,91 10)°

(4.58)

Vergleichen wir beide Zeilen, so stellen wir fest das der Term in spitzen Klam-
mern um zwei Impulsfaktoren gewachsen ist, die gerade einem zusatzlichen
Zickzack entsprechen. Darauf aufbauend, manipuliert man nun auch alle an-
deren Faktoren zielgerichtet. In (4.59)) ist das Ergebnis dieser Bemiihungen
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4. Split Helicity Gluonamplituden

zu finden. Unpassende Terme sind dabei erneut durch eckigen Klammern
eingefasst.

Ny = (b1 + 1 b1){ba + 1 ba) - - - (b1 + 1 bg1)

= — |:<b—11b>:| (bb—1)(by +1b1)(ba+1bo)-- (bry1+ 1 brs1)

1
Ngz[a1a1+1]~--[akak+1]:[

[23]:|[23] [a1 al—l—l]---[ak ak—i—l]

_ p2 p2 2 2
Dy =Py By 1,01 Payrt by Posa 41,41

1
P}, 1 P
Dy = F,5{0q,3(1 = F34-1) + F34-1}
(b1)? P3y_y (b—1| Py p12]
Fp11023] (1] Pop1 2]
D3 = [3| P3p, |by 4 1) x (b1| Py, 41,0, la1] X -+ X (bus1| Poyyi41,q-1 g — 1]

1
- [[2| Py po1[b){b— 1| P2 [2]
3] Pspy [b1 + 1) X (b1] Poy 1,0, |a1] X - X (brt1| Poy g +1,q-1 lg — 1]

2 2 2 2 2 2
P2,b—1 Pb,? P3,b1Pb1+1,a1 e Pak+1,bk+1Pbk+1+1,q—l

Fq,l {5%3 (1 - qu—l) + FQ,q—l}

] 2] Pyyr [b) x (b— 1| Pya |2

(4.59)
Verrechnen wir die storenden Terme, erhalten wir abermals
[ } B Py 2 Pre-1[b) Foa PRy (Bl P [2) (4.60)
(b1)2 (1] Pop—1 2] (b1)% (1] Pyp-112] '

also gerade das Inverse des Vorfaktors im rekursiven Zusammenhang (4.40|).
Damit korrelieren Zickzackdiagramme mit b; < b — 1 rechter Hand von (4.40)),
mit Diagrammen auf der linken Seite, welche gerade eine Zickzacklinie mehr
besitzen.

Es verbleibt nun noch zu zeigen, dass auf diese Weise alle moglichen Zickzackdiagram-
me linker Hand von gewonnen werden. Einen wichtigen Anhaltspunkt liefert
die zu beobachtende Reversibilitit aller vorgefithrten Rechenschritte. Tatséchlich
konnen wir jedem Diagramm, das auf der linken Seite zu A, ,—, beitrigt, ein Zick-
zackdiagramm auf der rechten Seite zuordnen, d.h. die obige Abbildung ist bijektiv.
Entscheidend bei der Umkehrabbildung ist der Wert von a1. Gilt a1 > 2 so wird das
Zickzackdiagramm auf ein gleichlanges rechter Hand abgebildet, im Fall a; = 2 wird
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4.6. Induktionsbeweis der MHV-Losung

der erste Zickzack hingegen abgeschnitten.

454. DieFalleg>n—1

Der Beweis dieser beiden Split Helicity Typen ist streng genommen nur ein Konsis-
tenzcheck, denn schon in der Ableitung des rekursiven Zusammenhangs haben wir
massiv von unserem Vorwissen A, _11 =0 = A, o Gebrauch gemacht. Wie schon im
ersten Kapitel dieses Abschnittes bemerkt, bilden diese Amplituden jeweils geschlos-
sene Unterklassen, so dass auch A,_;; vom zugehdrigen Typ sind. Die Anwendung
der MHV-Lésung ergibt so natiirlicherweise Null.

4.6. Induktionsbeweis der MHV-Losung

Aufgrund des in Kapitel vorgestellten Zusammenhangs zwischen MHV- und
MHV-Losung #ndern sich Beweisidee und Beweisstruktur nur geringfiigig. So ist
die Beweisfiihrung gegeniiber dem vorherigen Abschnitt in eine Induktion in n —q
abzuéndern. Dementsprechend werden jetzt sukzessive alle Gluonen mit negativer
Helizidt abgespalten, bis wir schliefilich ¢ = 2 erreichen. Wir behalten also in jedem
Rekursionsschritt den zweiten Term bei und unterwerfen den ersten nochmals der
BCFW Rekursionsformel. Aus dem verénderten Rekursionsvorgehen ergeben sich
dann folgende Verdnderungen bei den zu manipulierenden Spinoren:

§—>n—1, AN n—3—73 AN 1-n

Mit Hilfe der alten Spinorlésungen (und etwas Ubung) errdt man schnell die Losungen
dieser Spinoren zu:

P 1,n71|] + 1]
(Aa), = =2
[] +1 n]
A = Drinaalnl
o [
77
4.61
N = —[yn] Piin-1|n—1) "
j (n — 1| Pyy1,n-1|n]
~ P,y Pyi1,n-1n]
Amp)y =
( n—l)] <n —1 |_PJ.|_17n—1 |n]
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4. Split Helicity Gluonamplituden

Daraus wiederum errechnen sich die notwendigen Terme fiir den Vorfaktor:

J—1
d,=|(1-461;) H v +015| hy
=1
- N L e\ [l
”l_Pi,l+1A<l (1), P[,l+1) Tl +1]
_ _nl+1] (4.62)

T i+’

n— 1% nt) = {n—1J)
RECESNGY (n— 1, 1) (A, J)
(n — 1| Pyy1,n—1 In] 7]

a Pj2+1,n—1 (n =11 Py n-ly]’

_ — 1| Py e 2
= Clj — _ <n L]"‘L 1 ’n] [.7 n] (463)

Pg2+1,n—1 Foy(n—1P)n-1ls]

Der rekursive Zusammenhang ist deshalb gegeben durch

q—1 2
(n — 1] Pyy1,n-1 0] )7 . _ —+
Agn :_E I ><A<j,...,q,(q+1)+,...7n—1).
R =1 P]%rl,nlen,]<n_HPj,nfl‘]] !

(4.64)

Genau wie im vorherigen Fall konnen wir auch hier die Summationsreihenfolge
invertieren. Dazu setze man a = ¢ — ) < 7 = ¢ — a, wodurch wir

1
A o qz <n - 1’ Pq—(a—l),n—l ’TL] [q - an]2
an—q = =
= Pian Frga(n—=11Pyan-lg—d (4.65)
x A ((]/—\cz_,...,q_,(q+ 1)+,...,n/—\1q,a>

als die zentrale Formel erhalten.
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4.7. Konstruktion der MHV-Lésung

Hierin bedeuten

(M) g—a = Py—(a-1),n-11¢ = (a —1)]
. ¢ — (a—1)n]
v~ Fe@nnaln]
B o 4.66
Fe = g an Leteno It =1 (4.66)
o {n =11 Py (a-1),n-117]
(i )ya = rtiamtad) Portamtyn1 ]
n—1<1 (n—1 |Pq—(a—1),n—1 |n]

Analog zum Beweis der MHV-Losung ist nun eine Fallunterscheidung fiir n — g < 3,
3<n—q<n-—1sowie n —q =1 vorzunehmen. Wir verzichten jedoch an dieser
Stelle auf die explizite Ausarbeitung der Einzelheiten und wollen stattdessen die
vorgestellten Techniken erweitern, um Entstehung und Struktur beider Losungen
aufzuklaren.

4.7. Konstruktion der MHV-Losung

Den Ausgangspunkt unserer Uberlegungen bildet die Beobachtung aus Gleichung
(4.7). Danach ist die MHV-Losung strukturell einer Summe von MHV Amplituden
dhnlich. Zur Aufklarung des Sachverhaltes konnen wir nun den zentralen technische
Aspekt des Induktionsbeweises:

Agn—qg = Ag-12

verwenden. Es gilt namlich:

Feststellung 4.3. Das beschriebene Verfahren, Amplituden mit ¢ Gluonen negativer
Helizitat rekursiv auf Amplituden mit ¢ — 1 solcher Gluonen abzubilden, kann solange

wiederholt werden bis ¢ — 1 = 2. Dann erfolgt aber gerade eine vollstindige Zerlegung
nach MHV-Amplituden!

Konsequenz 4.1. Da MHV Amplituden eine geschlossene Klasse unter der BCFW
Rekursion bilden, ist es nicht maglich sie mit obiger Methode zu berechnen. Der Term
FE in mufS also per Hand hinzugefiigt werden!

Konsequenz 4.2. Die Verwendung der BCFW Rekursion, im Zusammenhang
mit dem vorgeschlagenen Verfahren, fihrt bei Split Helicity Amplituden zu einer
Zerlegung die in Analogie zum Vorgehen beim CSW Zugang steht. Es besteht jedoch
ein wesentlicher Unterschied in der technischen Realisierung.
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4. Split Helicity Gluonamplituden

Zugleich bildet dieses Vorgehen einen rechnerischen Beleg fiir Konsequenz [3.4]
Beginnen wir also damit die notwendigen technischen Einzelheiten auszuarbeiten.
Dazu iiberlegen wir zunéichst was passiert, wenn die Rekursion ¢ — ¢ — 1 nun auf
einen einzelnen Summanden aus dem ersten Schritt wirkt. Offensichtlich ist

R . n—(g+2)—l1 R .
A(Q;l,..-,n*ll): Z dl2A<3l:712,...,n*l1*l2), (467)
l2=0

wenn [; = j; — 1 gilt. Mit dieser Konvention erhalten wir bei zweifacher Rekursion

n—(q+2)—l1 n—q—2

5 N
Apneg = > Y diyxdy, A (3;17,2, ==l ) . (4.68)
lo 11=0

Die Gesamtzahl der Summanden wachst somit an auf

1
=@+ +1+n—(g+2)]+ ... +12 Jln—glln—(g+1)]. (4:69)
Bei k-facher Rekursion konnen wir das Ergebnis unserer Zerlegung entsprechend

verallgemeinern zu:

k
Agng=>_ > (H dli> A (15?1;”%, N R n/—\LZ) (4.70)
Iy

I, \i=1

Fir die Grofle Ly, gilt:

Ly=> 1l (4.71)
Feststellung 4.4. Setzt man in k+1=q—1, erhalt man eine konstruktive
Zerlequng von Split Helicity Amplituden in MHV-Amplituden!

Das beschriebene Verfahren fithrt zu einem explosionsartigem Anstieg bei der
Gesamtzahl der Summanden. Es stellen sich also die Fragen

¢ ob und wie die Summanden geschickt zusammengefasst werden kénnen und

¢ wie viele Summanden es insgesamt gibt.
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4.7. Konstruktion der MHV-Lésung

Ordnung der Summanden nach ihrer Gesamtgluonenzahl

Der néchstliegende Gedanke ist eine Ordnung nach Gesamtgluonenzahl, schliellich
tritt diese ja im Nenner der MHV-Formel auf. Dabei ist aber zu beachten, dass es
mehrere Amplitudenbeitrige mit gleicher Gluonenzahl gibt. Wir wollen im Folgenden
deren Entstehung und Anzahl besprechen.

Jeder Summand rechter Hand von entsteht durch k-fache Abspaltung einer
Amplitude vom Typ Az 1 sowie einer variablen Anzahl vom Typ A; 2. Bei Summanden
mit gleicher Gluonenanzahl ist zusétzlich letztere Zahl, bezeichnen wir sie mit p,
gleich. Was aber nicht identisch ist, ist die Reihenfolge in der abgespalten wird.
Einzig im letzten Schritt erfolgt immer eine Abspaltung einer Amplitude vom Typ
Az 1. Wir haben daher insgesamt k — 1 + p unterschiedliche Elemente, fiir die wir die
Anzahl der Moglichkeiten suchen, [ von ihnen ohne Beachtung der Reihenfolge (und
ohne Wiederholung) auszuwihlen. Geméaf den Regeln der Kombinatorik gilt dann

k—1+ k—1+p)
(") - a7

In unserem Fall (k+ 1 = ¢ — 1) wiirde man daher das Ergebnis umformulieren zu:

n—(q+2) pp .
Apng= 3 % d,T14(q-1T,q*,q-%1+w..,n-—pﬁ) (4.73)
p=0 r=1
mit
l);(q—3+m!
(g3t

Es zeigt sich nun jedoch, dass diese Formulierung nicht zur MH V-Loésung korre-
spondiert. Wir konnen hieraus aber ablesen, wie viele Summanden es insgesamt gibt:

U (g—3) 2 (n—4
Anzahl aller Summanden = Z (p e ) e ( > (4.74)
= p q-2

Von der Richtigkeit dieses Ergebnisses kann man sich leicht in einfachen Fallen wie
q =3, 4 oder ¢ = n — 2 selbst iiberzeugen.

Ordnung der Summanden nach nicht verschwindenden Indizes /;
Um nun zu sehen wie die vorgestellte Zerlegung mit der MH V-Losung zusammenhangt,
richten wir unser Augenmerk auf die manipulierten Spinoren. In Analogie zu unseren
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4. Split Helicity Gluonamplituden

Uberlegungen oben ist ihre rekursive Losung gegeben durch:

Po— k1 Pt (Lt t) R 1yt
byt s [ Prst e (pprny [+ 1]
Pt n— (1) |k + 1]
Kbyt 1 Prstne by a1y |+ 1]

Al =
(4.75)

At = —(n = Ly y)

Dabei gilt wie zuvor A; = Ay.

Iterieren wir den Nenner der ersten Gleichung nochmal, so ergibt sich

Popy k1 Pt n— (1) Po—Li 1,k Pryn—(Lry+10) 16— L1y is)
(K| Post, n—(pp+1) 1k + 1] (k= 1Py (1 +41) K]

—

Popy ki1 Pory b Poy 1k Poyn—(n 1+ 16— 11y, tyo)
(B[ Pesr,n—(pps1) 1k + 1] (k= 1Py e,y +1) |K]

Al =

)

(4.76)
d.h. fiir alle Summanden mit I, = 0, k > 1 kontrahiert die Spinorlosung zu
1) - P 1y k1 Poery =1 k=10 0 y)
Ogpudios = Pior k77 — :
(K| Py, n—(pp+1) 1k + 1] (b = 1Py (1 +41) K]
(4.77)

Feststellung 4.5. FEine Kontraktion der Spinorlosung ist bei jedem Index l; # Iy
moglich. Unter den Zahlertermen

<q — 1l1,---7lq*2 Q>3 = <1’ P2,n—(l1+1) P?’L*ll;Q P3,n—(12+1) P”*1273 T (478)

Pyt (Lg—2) Pa(Lg—241),0-1 [y

der MHV Amplituden existieren daher Gruppen mit gleichlangen Zwischentermen.
Ihre Linge ist abhdngig von der Anzahl verschwindender Indizes l;.

Im Hinblick auf die MHV-Losung gilt also

Konsequenz 4.3. Sei k der Parameter aus der MHV-Losung, dann gibt k an wie
viele der Indizes l; (mit j > 1) nicht Null sind. Der Mazimalwert von k wird bestimmt
durch die Lange des kleineren der beiden Helizitatsblocke, da die Rekursion immer
abbricht, sobald entweder ¢ = 2 oder n — q = 2 erreicht wird.
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4.7. Konstruktion der MHV-Lésung

Alle weiteren Terme der MHV-Losung entstehen unter Mitwirkung der Vorfaktoren
dj;. Wie schon bei der Spinorlosung geben wir nur eine rekursive Losung an, die
direkt aus den Ergebnissen des Induktionsbeweises zu abstrahieren ist. Beziiglich der
Abhingigkeit ist der Ubersichtlichkeit halber nur der hichste Index angefiihrt.

Uy
dlk = Ulk 50,lk + (]- - 50, lk) H hr
r=1

<7’L — Lg ]% lk71> <]%lk—1| Pk+1,nf(Lk+1) ’k + 1]

v, = — (4.79)
* PI?—i—l,n—(Lk-‘rl) (n = Li| Pry1,n—(Let1) [k + 1]
b — <I%lk—1 n— Lk —7°>
(n—Lg—y—rn—Lyy—(r—1)(ky,_, n—Lip_1 — (r—1))
Ik 7
n—Lgk
= [[m= noLikn) (4.80)
=1 B pyn—tp ) (n = (L1 + 1) n— Lg—1) (n — L1 kyy )
Damit erhalten wir (alles fiir k£ # 1):
o = Bk ) G| Preno g 41
* o PI§+1,n—(Lk+1) (n — Lig| Pyg1,n—(Le+1) |k + 1]
(n— Liky,_,)?
_(1_50,lk) —— k 1/\ ~
(n—(Lg—1+1)n—Li_1){n—Li_4 klk,1>
y 1 (k1| Pert, ne(rosny 1k + 1]
Pk2+1,n—(Lk+1) B Lyn—(Li—141) (n — Ly| Pret1,n—(Ly+1) [k +1]
(4.81)

wobei zu beachten ist, dass
(n— LX) |0 = {n — Ly—1x) aber (n— Ly x)|j,—0 # (n — Ly—1x) (4.82)

Der Ausdruck fiir I ist Gleichung in Abschnitt zu entnehmen.

Im Zusammenspiel mit Gleichung ist ersichtlich, dass sich die Groflen Ny, N3
sowie D1, D2, D3 fast ausschliefilich aus dem Produkt der Faktoren d;; zusammenset-
zen. Insbesondere liefert dieses Produkt die notwendigen Terme zur Kompensation
der Impulsfaktoren bei Kontraktion der Spinorlosung. Dabei entstehen Terme der
Form [aa + 1] mit a wie in (4.5)).
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4. Split Helicity Gluonamplituden

Genauer gilt die

Feststellung 4.6. 1) Der Faktor Ny entsteht als Korrekturfaktor beim Zusammen-
setzen der Terme Fyn_(p, +1)Fn—1,_1m—(Le_ot1) " Fn—iy,1 2u Fy 1.

2) Der Quotient

N3
0g,3 (1 — Faq4-1) + F241

ist eine Folge der Vereinheitlichung aller Summanden. Durch N3 werden alle die
Faktoren aus dem Nenner kompensiert, die wegen fehlender Kontraktion nicht
vorhanden sind.

Zur Nlustration dieser Sachverhalte befindet sich in Anhang D] die Rechnung fiir den
Fall ¢ = 4.

4.8. Konstruktion der MHV-Losung

Als Konsequenz aus den Ideen der beiden vorherigen Abschnitte wiederholen wir
diesmal die Abbildung

Agn—q — Az n—g

solange bis n — (¢ + 1) = ¢ + 2. Daher finden wir also die

Konsequenz 4.4. Die MHV-Losung ist eine vollstandige Zerlegung nach MHYV
Amplituden.

Im k-ten Schritt des Verfahrens hat die Zerlegung dabei folgende Struktur (I; = j;):

k
Aq7n—q = Z ce Z (H Eh) A <(IA/]C)_, e G5 g 1" ... , n/_\klt,“',lk>
I e \i=1

(4.83)

Fiir die Bestimmung der Summandenzahl gilt: Bezeichne & nun die Anzahl aller
abgespaltenen Amplituden A; 2 und p die vom Typ Aj 1, dann ergibt sich zunachst
ein kombinatorischer Faktor von

k—1+p—1
k _
C, = < b1 ) (4.84)
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4.8. Konstruktion der MHV-Losung

Da das Verfahren stoppt wenn n — k =g+ 2 < k =n — (¢ + 2), findet sich

q—1
Angahl aller Summanden — Z ((n (g+3)+p 1) (n—g)#2 (( n—4 )

= p—1 n—gq)—2

(4.85)

Die notwendigen Spinorlosungen im k-ten Schritt ergeben sich zu

X T Pro+1n—k|n—k)
(Ai/k)l L —[Len—(k=1), 4 ] Lux -
o <n a k‘ PLk+17n7(k71) |n B (k - ]‘)ll,...,lk,l]

—_—
<~ ) _ Pokn, Prinkln—(k=1), ]
Ll

)\n—k -
(n —k|Pps1,nkn—(k—1)

11,...,zk,1]

(4.86)

mit
Ap = A, und

4.87
Lh=je{l,---,q—1} sowie I3 €{0,---,¢q—1—L;_1}. ( )

Den Vorfaktor dj, berechnet man daher zu (k # 1)

l—1
dy, = |(1 — do,1;,) H Uy + do,1, hy, ,wobei
r=0
o= = (=1 L+ (r+1)] | (458
[n—(k—1)Lg—1 + 7] [Ly—1 +7 Lg—1 + (r +1)]

(n— k| Pryst ni In— (k= 1)] [Lyn— (k—1)]

i, =
* ng-i-l,n—k <7’L - k| PLk,TL—k|Lk]
Also
7 (n—k|Pry1,n—k [n—(k—=1)] [Lgn — (k—1)]

ng—‘rl,n—k (n — k| Pry,n—k|Lk]

(n— k| Prys1 i |n—(k=D][Lgn— (k= 1)
p? (n — k| P, n—r|Lk]

— (1= do,1,) (4.89)

k—i—l,n—k

1
X —

n—(k—1) Ly_1] [Li—1 L1 + 1] Fry v Ls
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4. Split Helicity Gluonamplituden

Erneut ist zu beachten, dass

(L Xjt=0 = [Le—1x] ist, aber [Ly x]jy—0 # [Lr—1 ] (4.90)

gilt. An diese Grundiiberlegungen schlieffen sich nun analoge Folgerungen wie im
vorangegangenen Abschnitt an. So existieren auch hier im Zahler fiir

[q +1 q—+ 2]ln—(q+2) = [q + 1‘ Pq+2,ll ce 'Pln—(q+2)+17n71 |n] (491)

Terme mit unterschiedlicher Lange, die durch Kontraktion der Spinorlésung - wieder
bei [; = 0 - entstehen und nach denen geordnet werden kann. Diesmal werden
aber die Faktoren F', , F'y 41,1, - FL7H<(ZJFQ)7IJF17Lﬂf(qg> FLnf(q+2)+17q+1 zu Fy g1
yzusammengenaht“ und sorgen so fiir die Entstehung von Ns. Ferner erfahrt der
globale Faktor {0,—q3 (1 — Fyron-1) + Fys2n—1} in Dy durch N3 seine notwendige
Korrektur.

4.9. Zusammenfassung

Fiir die Klasse der Split Helicity Amplituden existieren kompakte Losungen, bei
denen es sich einmal um eine Zerlegung in MHV Amplituden und das andere Mal in
MHYV Amplituden handelt. Konstruktionsbedingt sind beide Losungen allein nicht
manifest symmetrisch unter einer Paritédtstransformation. Dieses Manko kann aber
durch Bildung einer gleichgewichteten Summe behoben werden.
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5 | Contaminated Split Helicity Amplituden

Im letzten Kapitel wurde ein Verfahren zur Zerlegung von Split Helicity Amplituden
in MHV bzw. MHV Amplituden vorgestellt. Wir werden nun sehen, dass uns diese
Methode auch erlaubt Aussagen iiber kompliziertere Gluonamplituden zutreffen.
Dazu untersuchen wir Gluonamplituden, bei denen die Helizitatsblockstruktur durch
ein einzelnes Gluon gestort wird. Die Position dieses Gluons, im jeweils anderen
Block, sei hierbei beliebig.
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5. Contaminated Split Helicity Amplituden

5.1. Klassifizierung und Besonderheiten

Ausgehend von der Split Helicity Klasse kénnen wir zwei verschiedene Arten der
Dotierung - und somit Unterklassen - unterscheiden:

1. n-Typ (Dotierung des positiven Helizitétsblockes):

. 1 qg—1 gq m n
AZrL,n:A<_""’ —,+,...,+,—,+,...,+>
=A(17,...,(¢-1)",¢",....,(m=1)"m™, (m+1)",...,n")

2. p-Typ (Dotierung des negativen Helizitatsblockes):

a- ! m q+1 n
Am*,n:A ey, =y — e, — o
:A(l:...,(m—1)77m+,(m—l—l)f,...,(q—|—1)*,(q+2)+7”',n+)

Offensichtlich sind beide Subklassen zueinander konjugiert, so dass sich ihre Losungen
analog zur MHV- und MHV-Losung des vorigen Kapitels transformieren. Dariiber
hinaus sollten einige enge Verkniipfungen zu diesen Losungen bestehen. Insbesondere
sind fiir ¢ +m = n bzw. m = 1 diese Amplituden durch zyklische Rotation wieder in
die Split Helicity Klasse zuriickzufiihren. Ein Umstand, der auch bei der Zerlegung
der anderen Falle zum Tragen kommt.

5.2. Konstruktive Zerlegung des p-Typs

Als Ergebnis der einmaligen Anwendung der BCFW Rekursionsvorschrift erhélt man
folgende Struktur

- _ 2 m q+1 A
A =1 Al —, ..., =+, — ., =+, +

mt,n
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5.2. Konstruktive Zerlegung des p-Typs

wo bereits die Uberlegungen von Seite genutzt wurden. Im Vergleich zur Split
Helicity Klasse verschwinden hier die mittleren Terme nicht mehr. Alle zuséatzliche
Terme sind dabei vom Typ Ag;7v X Aspiir- Thre Berechnung sollte daher prinzipiell
kein Problem sein.

5.2.1. Betrachtung der duBeren Terme

Wir ignorieren diese Beitrdge jedoch vorerst und konzentrieren uns ausschliellich
auf den ersten und letzten Summanden. Mit deren Rekursion haben wir uns schon
im letzten Kapitel befafit. Wenn wir nun erneut einen rekursiven Zusammenhang
ableiten wollen, empfiehlt sich ein Vorgehen wie im Fall der MHV-Losung, wie
explizite Berechnungen von nM HV-Amplituden des p-Typs zeigen. Dabei bedarf es
einer genaueren Untersuchung der Abbruchbedingung fiir die Abspaltung des Faktors
7. Durch die fortwéhrende Abspaltung des ersten Gluons erhalten wir nach m — 2
Schritten die Amplitude

m—1 m g+l g+2 7
Al — + — ..., =, +,....+].

Es sind nun 2 Falle zu unterscheiden:

i) m = ¢, dann ist die Amplitude oben eine MHV-Amplitude und es im néchsten
Schritt nicht mehr moglich die Amplitude vorn zu verkiirzen, da A(—, 4+, +)
analog zu Gleichung (3.50]) verschwindet.

ii) m < ¢, dann kénnen wir ein zusétzliches Gluon negativer Helizitét abspalten. Das
erste Gluon der entstehenden Amplitude hat nun aber positive Helizitat, denn
der Vorfaktor enthilt die Amplitude A(—,+, —). Die Anderung A(—, —,+) —
A(—, 4, —) hat jedoch keine Auswirkung auf den Vorfaktor v,, denn

S D 0 4k 1
AT ) T Gy By Gy
[am] (5 P)?
[ g) [ m] (jm)?

und die Invertierung des hinteren Faktors ist ohne Bedeutung. Die verbleibende
Amplitude

m q+1 g+2 N m-+1 q+1 q+2 o m
A<+, ey, T, +,...,+) :A< — ey, — e, +>

entspricht also einer Split Helicity Amplitude, deren Losung durch die MH V-
Losung aus Kapitel 4 gegeben ist.
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5. Contaminated Split Helicity Amplituden

Bezeichnen wir den, nur aus den ,Randtermen* stammenden, Anteil der Losung mit
A1, so gilt:

_ m q+2 n—1
A1 m , q,n Zdll ( B I N —i—)

=1

1 (5.2)
Tr_ m+1 g+1 q+2 A m
oAl -, =+, ++).
=1
Wiederholen wir das ganze nochmal, finden wir
m— m—l—(ll—l) N J——
_ _ _ L m q+2 n—2
Ay (m*, ¢, Z > dllxd12A<—2,...,+,...,—,+,...,+>
1=1 lo=1

m1 m-+1 N m
o B T R D R S

l1=1

Im k-ten Schritt ist dem zufolge

K1 (m+’ qan)zzz (

=1

mit Jli und v;, aus Abschnitt bzw.
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5.2. Konstruktive Zerlegung des p-Typs

Weil die Zerlegung abgeschlossen ist wenn gilt
n—k=q+2 < k=n—(q+2),

hat die erste Zeile der letzten Formel die Gestalt

n—(q+2)
Si = Z Z H d,
—(q+2) (54)
_ _ _ _ —+
xA(Ln_(q+2),...,m—1 ,m - m+1",...,q+1,q+2 > .
In Analogie zur MHV-Losung ist deshalb
min(n—q—3,q—2)
- N1N2N3 -
S = + & 5.5
X 3 no, o9
ksBr1
mit
Bk+1:{bk+1,bk,,bl}g{l,,m_Z} (bl-i-l <bl) (5 6)
Ak:{al,aQ,...,ak}g{q+2,...,n—2} (a¢<a,~+1) )
und
/T/l _ [m’PQ+2,b1 Pb1+1,a1 Pa1+1,b2 T Pbk+1+1,n—1‘ n]4
[q + 1’Pq+27b1Pb1+1701 Pa1+1,b2 T Pbk+1+1,n—1‘ ’I”L]
o k+1 o k
NQZH[I)Z'-I-lbi] N3:H<aiai+1>
i=1 i=1

D, = PqQ+2,bIPb21+1,a1Pa21+1,bz o P’)Qk+1+1v"—1

Dy = Fpgi1{0n—q3(1 = Fyron-1) + Fyion-1}

D3 = (q+ 2|Pyyap, [b1 + 1] X [b1| Py, 41,05 1a1) X (a1 + 1[Pay 41,02 + 1] X
X [bk+1|Pbk+1+1,n—1|n -1

m ]!

E=bpga=
1 Fpn_1ln—1n]

(5.7)

Dabei ist sehr schon zu sehen, dass sich fiir m = ¢ + 1 wieder die altbekannten
Gleichungen von Seite [40] als Losung einstellen.
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5. Contaminated Split Helicity Amplituden

Fiir die verbleibenden Terme von A; eine effektive Gesamtlosung zu konstruieren,
ist wesentlich trickreicher. Wir bemerken zuerst, dass die blauen Vorfaktoren fiir jeden
Wert von s zu einer MHV-Losung mit ¢ = s + 2 Gluonen negativer Helizitat gehoren.
Was jedoch fehlt, sind die mit dieser Zerlegung verbundenen MHV Amplituden,
oder vielmehr deren analytischen Ausdriicke. Nun ergibt sich aber fiir den anderen
Vorfaktor

m—l—Ls m_l_LS ['I’L/—\S LS + (ls+1 + ]‘)]

Vg = —
lﬂzo o ZSEO [ =5 Lo + ls1] [Ls + L1 Ls + (L1 + 1) 58)

[n — sm]

[ — 5Ly [Ls Ls + 1) Fpt1.m

Y

was bis auf einen Faktor [n/—\s m)? gerade die notwendigen Terme liefert. Um den
vollstdndigen Ausdruck zu erhalten, untersuchen wir die MH V-Losung von

A ((m +1)",---,¢ ,q+1,q+2%,--- ,71/:9+, ﬁz*) genauer. Wie die Anwendung
von l) zeigt, benotigt man noch die Spinoren A— und Ag. Diese verschaffen

wir uns aus den allgemeineren Losungen

k—1=s
</\ T ) = PLk+1’n_k|Lk+1] Ltl=m M (5.9)
n—=(k=1)/ 1y ... 1 [Li+1n— (k—1)] [mn — s]
und
A _ PLk-‘rl,n—k ]n - (k - 1)]
( Lk)l ol n —

L (5.10)

k—1=s —_—

Lki:m _Pm+1,nf(s+1) In — s

Damit gilt unser Interesse Termen, die diese Spinoren enthalten. Bei den Propagatoren,
welche beide Spinoren enthalten, gilt analog zur Rechnung aus Abschnitt

Pn/,\s_‘_Pfr\L:Pn—s,m-

Konzentrieren wir uns also zunéchst auf Faktoren, die die Spinoren direkt enthalten.
Wir finden dann:

¢ Es gibt keinen Faktor mit \g,.

o A— steckt im letzten Term von Ds.
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5.2. Konstruktive Zerlegung des p-Typs

¢ In Summanden die A\-—in N3 enthalten, kommt A— auch ein weiteres mal

in D3 vor.

o Ist die An@hl der Gluonen positiver Helizitat grofler als drei, gibt es einen
Faktor in Dy welcher A-— enthélt, wo hingegen im Fall von drei Gluonen

positiver Helizitdt A— auch im ersten Faktor von D3 enthalten ist.

Es verbleibt daher jedesmal der gesuchte Faktor [n/—\s m]?. Eine Kompensation
durch den noch nicht besprochenen Term N7 ist nicht zu befiirchten, denn

[q+ 2| Pyyap, - P,

bk+1+1,{—\8

= [q+2[ Pyy3p, - <Pbk+1+l,nf(s+1) + Pn/,\s) |m]

[m]

=[q+2| Pyisp, - Pbk+1+1,n—(8+1) + m Pm+17n—(5+1) m]

= [q + 2| PQ+37b1 e Pbk+1+1,m—1 |’I7”L] .

Demnach steckt eigentlich in Pb2 AT ein weiterer Faktor, den wir jedoch ignorie-
k+1 yn—

ren wollen. Wir kénnen dann die verbliebenen Terme von A; effektiv durch

(n—q)-3 S - —
S 3 {Z---Z (Hdh) ‘4 (L_s’”_jm_lﬁjnﬁ)}
s=0 I s \i=1

+1 +1 g+2 n—s
w« A’ (m_ 7“.7g’q_,q+7.”’n+s,r—’r—1>
(5.12)

beschreiben. Dabei wurde Lo = 1 sowie 11 = n gesetzt und der Strich an der zweiten
Amplitude symbolisiert das Herausziehen des oben besprochenen Faktors.

Aus dieser Form lasst sich nun wesentlich einfacher ein analytischer Ausdruck gewin-
nen als aus dem urspriinglichen Term. Das wollen wir jedoch nicht tun. Stattdessen
werfen wir einen Blick auf die bisher nicht besprochenen Zwischensummanden.
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5. Contaminated Split Helicity Amplituden

5.2.2. Betrachtung der mittleren Terme

Ohne Frage stellen die zusatzlich auftretenden Summanden A X Agpie das
eigentliche Problem beim Auffinden einer allgemeinen Losung dar. Ein Grund ist
ihre Anzahl, die in der Gesamtsumme dominiert. Wir wollen daher ihre Beitrage
systematisch erfassen. Dazu definieren wir im ersten Schritt:

_ 1 m —P L p q+1 n
Q[I,n::A —yeeey, Ty p1,mA Ty Ty Ty
a 1 m k —P 5
+ Z A _a"'7_7+a_7"'7_7+ p1_,k
k=m+1
P k41 q+1
XA(++>

j2) P k1 q+1 n
_Z m 1k] pzkA(_u_7"'>_7+7"'7+> (513)
Plkl Flk[kplk]

Mit diesem Symbol lautet nun der Anteil der Zwischensummanden fiir den Re-
kursionsschritt n — ¢ — (n —q) — 1

m—2
ﬁl,n + Z (HUT) i+1,n — Al n- (514)
=1

Unter Verwendung dieser neuen Definition erhalten wir aus dem Schritt
(n—¢q) —1— (n—q)— 2 die Beitrége

m—1
> diy Ay (5.15)
=1

Insgesamt tragen die Zwischensummanden deshalb mit

Ss(m*, q,n _A1n+2{z Z <Hdlt> X AL, S} (5.16)

s=1 I ls

zur Amplitude Afn_+’n bei.

Man konnte nun wegen der auftretenden Produkte mit P in 1' formalen
Schwierigkeiten bei der Berechnung der einzelnen A7 X Agpiie Terme vermuten.
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5.3. Konstruktive Zerlegung des n-Typs

Aus der MHV-Lésung folgt aber

[k +1P] N 1
[0 P[Pk + 1) [P| Postar lar) — [Pn][P| Petia lar)

Asplit X (5.17)

so dass alle Faktoren [y 15] verrechnet werden.

Wie in ((5.16)) schon zu sehen, weist S3 eine analoge Struktur wie So auf. Im
Gegensatz zur Diskussion oben bendtigen wir hier nicht die Spinoren Az oder A—,
um einen effektiven Term zu konstruieren. Die jeweilige MH V-Losung enthéalt ndmlich
mit

Ni—lgt2] - |75
bereits einen geeigneten Faktor. Allerdings verkompliziert diese Umstand auch das
Auffinden eines kompakten Ausdruckes enorm, weshalb wir die Idee an dieser Stelle

nicht weiter verfolgen wollen.
Unser abschlielendes Resultat fiir den p-Typ lautet daher

AT = 51 + 52 + 53 . (5.18)

mt,n

5.3. Konstruktive Zerlegung des n-Typs

Wie im einleitenden Abschnitt dargelegt, gehen diese Amplituden und deren Zerle-
gung durch komplexe Konjugation aus dem p-Typ hervor. Das bestatigt sich unter
anderem bei den, im Vergleich zu Split Helicity Amplituden, zusétzlich auftretenden
Summanden. Sie sind hier vom Typ Agpit X Arrrv:

mT,n

_ 2 q—1 ¢ m n
AT = v1A<—,..., —,+,...,+,—,+,...,+>

m—2 . A
1 q—1 q k —-P P k+1 m n
+ ZA(,..., — +>p;2kA<, T

h=a ) (5.19)
1 qg—1 q m—1 —P ) P m
+A(_7 7_7+) 9 +7+)p1m 1A< )_7+7 )+
qg—1 ¢q m n/;\l
+h1A ) 7_7+7' 7+7_7+7 7+

Ausgehend von dieser Uberlegung verfahren wir im weiteren analog zum letzten
Abschnitt.
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5. Contaminated Split Helicity Amplituden

5.3.1. Betrachtung der duBeren Terme

In Anlehnung an den gegebenen Zusammenhang nutzen wir fiir die &uleren Summan-
den der Zerlegung eine Prozedur wie im Fall der MHV-Losung. Die entscheidende
Amplitude ist nun aber

Auch hier ist zu beachten, dass fiir m > ¢ + 1 zusétzliche Summanden durch Split
Helicity Amplituden der Form

m 1 q—1 gq m—1
A(—,—,...,—,—i—,...,—i—, +>

auftreten. Es ergibt sich also in der Terminologie des letzten Abschnittes

m+1 i

q—1 m n—Iy

Al m , 4,1 Zdll a"'v_a+7"'7+7_>"'7 +
11=0

nmel w1 -1 m—1
I e ) A(= = = )

11=0

beziehungsweise bei k-facher Rekursion

Ay (m™, ¢n) Z Z(Hdl> (‘“il,...,qil,+,...,+,T,...,”+L’“>
n—m—1—Lg
+z{z S (10 ) (7T
s=1

I i=1

(5.21)
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5.3. Konstruktive Zerlegung des n-Typs

Eine Zerlegung in MHV-Amplituden ist dabei erreicht, wenn k +1 = g — 1 gilt.
Ebenso wie vorher lasst sich dann fiir den ersten Term

s-x- 3 (114)

lg—2 \i=1 (5.22)
X A(q—l_,q+,...,m— 1" m~,m+17,..., ﬁ;_2>
durch
min(q—3,n—g—2)
/\/1 No N3
S = £ 5.23
=Ry 529
Ag, B 11
mit
A ={a1,a9,...,ar} C{2,...,q —2} (ai < ai+1) (5.24)
Bist = (birts b b} C{mA Loon =1} (bay < by) |
und
N = (1P, Poys 1,01 Payg1,b -+ Pop g +1,g—1/m)?
<1|P2,b1Pb1+1,01Pa1+1,b2 T Pbk+1+1,q—1|q>
k+1 k
N2:H<bi+1bi> N3=H[ai ai—i-l]
i=1 i=1
D, = P?, P? P? .. P?
1 2,1t b14+1,a1  ar+1,b2 brt1+1,g—1 (5.25)

Do = Fy1{0g,3 (1 — Fa4-1) + F24-1}

Dy = [2| Py [br + 1) X {(b1| Py, 1.0, 1] X [a1 + 1 Pay o1, b2 + 1)
X (bk+1|Poysr+1.0-1l0 — 1]

(1m)*

E =042 —Fl,n 1)

eine Losung angeben. Ahnlich wie im konjugierten Fall, erfolgt fiir m = ¢ ein
Ubergang zur bekannten MHV-Losung von Seite
Im Hinblick auf den verbliebenen Anteil in A; finden wir zunéichst

n—m—1—L —
° ms+1
II he.= met ) (5.26)

Fon-r,-1{n—Ls—1n—Lg)(n—Lss+1)

ls+1 =0
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5. Contaminated Split Helicity Amplituden

Desweiteren erhalten wir aus einer griindlichen Diskussion der Amplitude

A(m, 1= (g=1D"q% ..., (m— 1)*), unter Verwendung der Spinorlésungen
k=s+1
(XA) — Pk:—i—l,n—Lk—l |n B Lk’ B 1) Lk_li:n_m P5+27m_1 |m> (5 27)
AT (n—Ly—1k) (ms+1)
sowie
~ k=s+1 —
(~/\) _ —Perin-r-1|k) i=nm —Piiamer|s +1) (5.28)
L)y (n— Ly —1k) (ms+1)

den noch fehlenden Faktor (m s/+\1>2 Insgesamt ermdglicht uns das die Umformung

8-S {3 (o) oo ()

s=0 N Ip Is i=1

fﬁ;—T q—1 m—1
/
‘A <+ +>

-3 ga—
a m m+1 n 1 s+1 , s+1 q—1 m—1 m
= —A — e, =, x A — ey, — e, o, — ]

5.3.2. Betrachtung der mittleren Terme

Befassen wir uns nun mit den eingangs schon erwdhnten Zwischensummanden. Wie
zuvor definieren wir

m—2 . .
1 qg—1 q k —P P k+1 m n
Ap = E A<—7..., -4, +> p;ka<—, +,...,—,+7...,+>

k=q
1 a1 ¢ m-1 —P\ | P m n
+ A= =+, P2 Al = =
m—1 . N
1 =1 ¢ k —P P, .m)t
= A(—,...,—,+,...,+,+>p;i _ Puem” (5.30)
Py "V (Pk+1)Fypqn(nP)
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5.4. Berechnung im NMHYV Fall

Damit schreibt sich dann der Anteil der Zwischensummanden im Rekursionsschritt
q—q—1zu

n—(m+2) i
Ay + Z (Hh)%tln_lﬂ)_z&ln, (5.31)

wobei

(In—(r+1))

hT:<n—(r+1)n—r><1n—r>

gilt. Der Gesamtbeitrag zur Amplitude Aqm*_ ,, ist deshalb durch

k—1 s
Sz (m*, ¢,n) = Ay, + Z {Z e Z <Hdlt> X As+1,n—L5} (5.32)
t=1

s=1 151 ls

gegeben.

Natiirlich gelten fiir S3 analoge Aussagen wie fiir den Gegenpart S3. Weil diese
aber gegenwértig zu keiner wesentlichen Verbesserung fiihren, verzichten wir darauf
sie explizit anzugeben.

Es gilt schliellich:

Agn__ n = S1+ 8+ S5 (5.33)

5.4. Berechnung im NMHYV Fall

Wir wollen abschliefend fiir den einfachsten Fall, Ail__ ,,» die abgeleiteten Terme
ausrechnen. Als erstes lesen wir den Beitrag S; zu

1

Sy = nz (1] Py, b1 Pyy1,2 lm)* y (b+10b)
v (U201 Pora2[3) - Faa Py P2y 21 Pop b+ 1)(b] Poyy,2]2]
(5.34)

ab. Fiir den zweiten Beitrag, So, finden wir zunéchst

= 2 k+1k
x P 127 X — (k+1k) — . (5.35)

2 p2
Fm.1 k=3 F Pl kPk+11 [1’Pi,k|k+1><k|Pk+1,i‘1]
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5. Contaminated Split Helicity Amplituden

Wegen

)\ni/(jjl)’j—lzn—m - W P2,m—1 ‘1> y

- 1 (5.36)
(/\i)j lj=n—m = 1) Py m—1|m)
ist aber
Py +Pi = Pm71 = Pk+1,i = Pk—i—l,l,
(m| Py, = (m| (Pmt1,1 + Pok) = (m| Ptk (5:37)
[ Py lk+1) = (m 1)~ (m| Prya,1 Pok [k +1), '
(k| Py 1 1] = (m 1)~ (k| Pryr,2 Poymo1|m)
so dass Sy wie besprochen die Form
5, _ (mD* mz (m| Pony1 k Prs1112)® (k + 1K)
2 p—
Fp o = Foom Pik P1€2+171 (m| Prg1,1 Po i |k 4 1) (K| Pry1,2 Po,m—1|m)
(5.38)
annimmt. Diesen Ausdruck kénnen wir dann zu
m—2 3 3
m| P, P k+1k){m1l
Sy = Z 5 2< ’ m+1,k k+1,1|2> < > < ) (5'39)
= o PL L Py (] Popr Po g [B A1) (k| Py, 2 Poymet [m)
zusammenfassen.
Der Summand S3 besteht fiir die Amplituden Af’n_, ,, Aus
n—(m+2) i
A =Wnt >, <H hr) Ay (i) - (5.40)
i=0 r=0
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5.4. Berechnung im NMHYV Fall

Hierin ist 2y ,, nach (5.30]) gegeben durch

o N (123 (kA 1k) (m] Py, n)*
1,n —
U= Pl (U Pk [n] P lk 4+ 1)K Per,nea|n]
1
X == =
(n| P,k |n] (n — 1n)
(5.41)
P% k
mit Ay = A\p——2—— A1
APy fn]
Auflerdem berechnet man
— 1)1
Hhr— fn=(i+hl) (5.42)
n—(z—i—l) 1
und ferner
m— 7 4
S(k+1k)y (m| Py ln—(i+1)]
22lln (-+1) — Z F P2 > X —
& Fowo Pl (1P dn— Gt 1)
1
X T—— —
[n— (i+1)] Py |k + (k| Pyy1,n—giv2)ln — (1 4+ 1)]
1
X — — —
(n—(i-|—1)|Pi pln—0G+1)](n—(GE+2)n—(i+1))
T 2(12)3 (k + 1 k) y (m| Py Pa_igny,1 11)?
= Fin-(42) sz (U Py Poin),1 1)
1
X
(U P n(iv2) Pi g 1k + 1)k Poy1n—(iv2) Po(irn),111)
1
X — —
(n—(+D|P Py, 1) (n=(@+2)n—(i+1))
(5.43)
2 .
i Pi,k<"_(l+2)1> 1
n (1) = Mn—(it1) ~ . .
wobei ( ) 2 <1||P1,k >Pn—(z+1), 1 |1> (544)
P2 n—i |V — i
A=(N) =" —— L.
1 ( 1)1 <n —q 1>
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5. Contaminated Split Helicity Amplituden

Daraus ergibt sich der Beitrag der mittleren Summanden zu

T (12)3 k+1k> (m| Py |n]*
= Fia-1p], (1 Py, |n] [n] Py |k + 1) (k] Pt n—1]n]
1
X — A
(n|P1 k |n] (n—1n)
n " Em:H (n—(i+1)1) mz_l (m| Py Po(iy1),111)* (5.45)
F1 n—1 = (U Pk Pogiy i 1) P
) (k+ 1K)
(U P n—(iv2) Pi g [k + 1) (k[ Poy1,n(iv2) Po(ir),1[1)
y (n—(i+2)n—(i+1)) }
(n—=(i+ D[P Po(iyn),1 1) (n=(@+2)n—(i+1))

5.5. Zusammenfassung

Durch die Verwendung der in Kapitel 4 entwickelten Technik konnte diese neue
Klasse vollstdndig auf bekannte Amplituden, insbesondere den Split Helicity Typ,
zuriickgefithrt werden. Dabei wurden zum Teil kompakte analytische Ausdriicke
erreicht oder die Grundlagen dazu gelegt. Allerdings ist es deutlich schwieriger als
bei Split Helicity Amplituden einen effektiven, analytischen Ausdruck zu entwickeln.
Zudem ist es fraglich, ob eine einfache grafische Interpretation gefunden werden kann.
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0 | Fazit und Ausblick

Fazit

Unsere Untersuchung der Split Helicity Amplituden hat zu einem besseren Verstédndnis
des bestehenden Losungsvorschlages gefiithrt. Es wurden sowohl Fehler fiir ¢ = 2 und
3 in der Formulierung der Losung korrigiert, als auch ein alternativer Losungsansatz
angegeben. Letzterer ist besonders fiir n — ¢ < ¢ wesentlich effizienter. Durch das
Zusammenspiel beider Ansétze war es uns auflerdem moglich eine formale Losung zu
konstruieren, welche die Paritéatseigenschaften der Theorie respektiert.

In unserem steten Bemiihen die elementaren Grundlagen der Losung zu finden,
konnten wir ferner zeigen, dass der vorhandene Ansatz auf einer Zerlegung der Split
Helicity Amplituden in MHV Amplituden beruht, wéhrend sich der neue Vorschlag
aus MHV Amplituden zusammensetzt. Dazu haben wir den urspriinglichen Beweis-
gedanken konsequent verallgemeinert und die notwendigen Ausdriicke abgeleitet.

Mittels des erweiterten Verfahrens ist es nun theoretisch moglich sukzessive Formeln
fiir Amplitudenklassen zu entwickeln, bei denen die Helizitéatsblockstruktur immer
weiter defragmentiert. Doch schon die Untersuchung der néchst schwierigeren Klasse,
den contaminated Split Helicity Amplituden, erfordert bedeutend mehr Aufwand bei
der Gewinnung einer kompakten Formel. Es ist daher absehbar, dass diese Methode
nur bedingt geeignet ist um per Hand, fiir beliebiges ¢ und n, analytische Ausdriicke
zu berechnen.

Ausblick

Trotz der angesprochenen Schwierigkeiten wére es sehr hilfreich eine kompakte Formel
fiir contaminated Split Helicity Amplituden zu entwickeln. Erste viel versprechende
Resultate in dieser Richtung konnten in dieser Arbeit schon erreicht werden. Span-
nend ist dabei vor allem die Frage ob es erneut moglich ist eine diagrammatische
Veranschaulichung zu geben. Eventuell liefle sich sogar auf grafischem Wege eine
effiziente Methode zur Berechnung finden, die Potential zur Verallgemeinerung hat.
Die Losung der contaminated Split Helicity Amplituden wére dabei nicht nur die
Basis fiir Amplituden mit zwei gleichen Dotierungen, sondern auch fiir Amplituden
vom Typ

4 <1 m—1 m m+1 q q+1 -1 1 41 n)
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6. Fazit und Ausblick

Hierbei handelt es sich um aussichtsreiche Kandidaten fiir eine Mischung von MHV
und MHV Anteilen, was zu interessanten Neuerungen fiihren kann.

Daneben ware es interessant zu sehen in wie weit die bisherigen Erkenntnisse fiir
Schleifendiagramme hilfreich sind.
Vor dem Hintergrund der bald startenden Experimente am LHC sind systematische
Untersuchungen auBerhalb des masselosen Sektors, wie schon in {14} geschehen,
ebenfalls von groffem Interesse. Auch hier stellt sich die Frage, ob ein einheitliches
Verfahren konstruiert werden kann und wie viel Mehraufwand zur Erzeugung weiterer
kompakter Ergebnisse notwendig ist.
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A Algebraische Eigenschaften der Generatoren von SU(N)

2_
E 1: Die Menge der (Tk)fj:l ! formt eine Lie Algebra, also gilt

T —TI T =: [Ti, Tj] = ifik T, (f”k — antisymmetrisch) . (A
E 2: Die gewahlte Darstellung sei hermitesch und antisymmetrisch, d.h.

()2 =~ (@) = sp(19) =0

(T =T (4.2)

E 3: Da eine der Grundlagen einer Lie Algebra ein Vektorrraum ist, existiert auf

2
der Menge der (Tk)ivzl " ein normierbares Skalarprodukt. Es ist bestimmt durch

. 1 .
Sp (TI TJ) = oY k — Normierungsparameter. (A.3)

E 4: Die Generatoren spannen zusammen mit der Identitat den Raum der komplexen
N x N Matrizen auf, so dass im speziellen

o 1 .. -
T =871y + pidk Tk (A.4)
K

1
ist. Der Faktor N tragt dabei dem Skalarprodukt Rechnung.
K

Es gilt dann sicher auch
T TI TP = {T7, TV} = = 69 1y g7 T, (g”k - symmetrisch) (A.5)
K
weshalb sich (A.4)) schreiben 148t als

_ 1 .. 1/ .. .
T = —= 671y + 5 (g”k + if”k> T*. (A.6)
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A. su(N) Algebra

Hieraus konnen wir wiederum auf

o 1 N 1
T'T" =(N?-1)—1Iy=—1y— —1 A.
zi: ( )FJN N K N rIN N ( 7)

folgern, was sich in Matrixnotation als

KZ ()2 (T)) ¢ = 5258~ % sbod (A.8)

liest, und gerade die in Kapitel 1 vorgestellte Kontraktionsgleichung ((1.5)) ist.
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B | Zerlegung von so0(1,3)

Ausgangspunkt bildet die Lorentzalgebra mit
[Mw/v an] =1 (nupM;m + N Myp — Mo Mpp — nupMun) (B.1)

Schritt 1: Zerlegung
Definieren wir durch

1
Mij = €ijede = Je = 5erijMij (B.2)
My = K;
die Rotationen bzw. ,Boosts* , so ergibt sich
[Ki,Kj] =...= ieilel (B3)
[Ji, Jl] =...= —iéilka (B.4)
[JZ', Kl] =...= —ieilel . (B5)
Schritt 2: Entkopplung
Die Gleichungen (B.3)) - (B.5)) lassen sich durch
1
NE = =5 (i £ iK) (B.6)
entkoppeln, so dass dann
[N, Nj+] = i€ijp N, [Ny, Nj ] =iejn Ny (B.7)
- +\T +
[N/, N;7]1=0 (N;5)' =N; (B.8)

gilt.
Das heifit aber

50(1,3) = su(2)c ® su(2)c
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B. Zerlegung von so(1, 3)

Definition. Die Darstellung

a) D (%,0) ist gegeben durch J; = iK; mit K; = i% ,

b) D (0, %) ist gegeben durch J; = —iK; mit K; =1 %
Beide Darstellungen sind indquivalent.

Bemerkunyg.

1. Jede Darstellung der Lorentzgruppe kann aus D (%, 0) und D (0, %) zZusammen-
gesetzt werden.

2. Die Klassifizierung der Darstellung erfolgt iiber das Paar (n,m), also den
Eigenwerten der Kasimiroperatoren NZiNZi.

3. Die Dimension der Darstellung ist dim, ) = (2n + 1)(2m + 1), entsprechend
den Eigenwerten von Ngc.

4. Der Gesamtspin der Darstellung ist n + m.
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C Bracketkalkiil als Anwendung des 2d Spinorkalkiils

Ausgehend von Kapitel 2 prasentiere ich hier einige der im Text am h&ufigsten
genutzten Relationen. Grundlage bilden dabei die Ergebnisse aus den Abschnitten
2. und Wie bisher auch benutzen wir die sehr 6konomische Schreibweise

(P) g4 = Pr = M\, =17 (C.1)

Wenn wir beachten, dass die realtive Stellung von ko- zu kontravarianten Spinoren
beliebig ist, so folgt

Pox B i, = P

1' —<Z 7’>)\r _ —<Z’ P, (02)

Per = )‘T[Tj] =P |]]
=—[jr]An = —=[J| P>

genauso wie
—(ir)lrjl = (| B[ j]
—lrl{ri) = =l |P|4) .

Im néchsten Schritt betrachten wir Objekte die quadratisch in den Impulsen sind.

(C.3)

(i| P, P, |j>=< )l 5)(s )
€ i1 P 5] (s ) (C.4)
&2 vy p )
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C. Bracketkalkiil

Analoges gilt fiir Auflere eckige Klammern. Wir betrachten abschlieend hierzu noch
kubische Konstruktionen, deren Strutur aus (C.3)) und (C.4]) bereits klar sein sollte:

(0| Pr Ps Py |j] = (ir)[rs](st)[t ]
]

) (i | P, Py | ) [t]] (C.5)
.3))

ISR

(i|Pr|s] (s|Bi|j] = (G| Prls][j|Pi]s).

Wir kénnen daraus die Regel

Gleichartige duflere Klammersymbole schlieffen eine geradzahlige Anzahl an Impuls-
faktoren ein, verschiedenartige entsprechend eine ungerade.

ablesen.

Eine weitere sehr hilfreiche Beziehung ist, wie schon erwahnt, die Schouten Identitat
(2.9). Mit ihrer Hilfe lassen sich quadratische Objekte mitunter sehr stark vereinfachen.
Als Einstimmung betrachten wir die (schon zerlegte) Summe

Sap = (z a)[a b]{by) + (x b)[b al{a y)

— [ bl {z a)(by) + [a B] (« B){y a) . (C6)
Aus der Schouten Identitat folgt nun,
0= (xa)(by)+ (x y)lab) + (@ b){y a)
& (wa)by) + (ab)y a) = —(a bz y) (©7)
und so
Sap = —[a bl{a b) (x y) = —(x y) Py Py (C.8)

In einem typischen quadratischen Ausdruck wie (x| P;; P;j | y) représentiert sqp selbst
jedoch nur einen einzigen Summanden. Dank unserer Voriiberlegungen kénnen wir
den grofleren Term jetzt aber gut verarbeiten:

J

Jj o J
@ Py Pijly) =Y sa=—> (zy) PPy

a=i b=i a,b=i

a#b a#b

1 J
~—5en Y (RA+RAR) 9

ey
P2=p 1 d 2
S S (BB BB = ) P
a,b=i
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Natiirlich verlaufen alle diese Rechnungen im Fall duflerer eckiger Klammern analog.
Wir verallgemeinern daher das Ergebnis leicht zu,

X|PjP;lY =-X|Y P} (C.10)

wo X und Y beliebig zusammengesetzte 2d Spinorausdriicke bezeichnen.
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D MHV Zerlegung von A, ,,_,4

Nach Abschnitt ist (bei Unterdriickung der Indizes):

n—(q+2)—l1 n—(q+2)

A4,n—4 - Z Z de X dl1 <§)_, 4=, 5+, - ,’I’L/—T2+>

lo=0 11=0
—(q+2)~l1 n—(q+2)

- Z Z dy, X dy, <§’ 4°

lo=1 =0 Fyn—(Lot1) (n— (L2 +1)n — La) (n — L3 3)
34)3
+ Z dlz=0 X dll < >/\ 3 3
Fipueny {(n= i+ 1)n—Lo) (n—L23)
‘l2=0
(D.1)

mit

<1‘ P2 n—(l1+1) |2] % <n -l 1>2

I = (=1l Py 41 2] Py (141) Fn-ti1
d, = — (n —/L2\2> - (2 Py n(£o11) 13]
m—(+D)n—0)n—042) (n—Lo|Psn_(1,11) 3]
1 1
60,15 + (1 = 00,15) Fr Ly n—(1141) . P (Lat1)
(34) (1 Pa—iy 1 Pooty,2 Pr—r2 Pr—15,314)

(2| Pp—r4,2 3] (1] Py, 1 12]

(n— (Ly+1) 7= Lp) = —(n — Ly 3y 2= L2+ DI Pu-ry,2 ]3]

(2|Po1,213]
<TL/—T2 3> <n—L2 2> <2|Pn L2,2P’I’L Lo, 3Pn L2,2|3]
<2 |P7Z—L2,2 |3]
- P2
(2 |Pr—1,2 |3]

(D.2)
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D. Zerlegung von Ay y—4

und

(n—112) (2| Py, 23]

deZO = - 9 ——
Pr o o (n—U[Pyyy,23]
11 P,_1, 1 P 4
(3.4) 1220 P2, (1] Po—iy1 Py 314)
(2|Pp—iy,2 3] (1| Pr—iy,112]
—— —— o = (L + 1) Payy,2[3]
(n—(l1+1)n—L2>l:0:—(n—(l1—|—1) 2> — ’ (D.3)
" 2| P 213]
— — 2| P, P, P, 3
(7 Lo8)m = (0T 2 >< | Pty 2 Poty,3 Priy, 2 13]
2| Poiy,2[3]2
— P2
(€19 ey n-li.3
(2] Poty,2 |3]
Wir erhalten dann als Zwischenergebnis
n—1; 1)2
Auni =30 % n=h 17
ls0 1 n—02) (n— (L +1)n—0) (1 Priy,1]2]2
1
2 2 2
P2 ,n—(l1+1) P3 n—(La+1) Pn Lo,3

x <1’Pn lllpn l1,2Pn L22Pn L23’4>3
Fin—(Lov1) FrLon—+1) Fn—iz 1
1
X
(n = 1| Py p—(t,4+1 12] [8] P3,n—(Lo41) [0 — L2) (n — (Lo + 1)| Pop,,2 3]

_ 2 _pt
+ Z <n I > X — n—1l1,2 :
n—12) (n— 1| Pty 2 13] (1 Pty 11212 P orny Pty 3
% 1 v <1| Pn—h,l Pn—l1,3 |4>3
Fin—@+1) Fan,1 o 2l Poogaln—=l)(n— (i +1)| Py 23]

(D.4)
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Weil

(n— (1 + 1| Ps g, 11) 2]
<1| PZ,n—(l1+1) |2]

—_—
n—ll

(n—(1+1) y=—(n—-10141)

— (U Po,n—y41) Po—ty,2 Po.n—t,41) 12]

(n—1,2) = (n—1;1)

(U Py iy 41) 2]
P2

1i (n—1; 1) n—l1,2

(U Po, n—1,41) 12]
[3’ Pn—l1,2 Pn—l1,2 ’2]

(1 Py, n—(1,+1) 12]

32| P2
[eAL) -1 1) [32] P75
(U Pa, n—i,41) 12]

(n—Uh| Py 23] = —(n—14L1)

gilt, 148t sich (D.4)) umformen zu

Aina=3 3" ;Z—L2n—(L2+1)><n—lln—(11+1)>

2 2 2
la£0 1y 2,n—(l1+1) Pn—l1,2 P3,n—(L2+1) Pn—L2,3 F4,’n

(1 Po, 13 4+1) Po—tr 2 P n—(1o41) Prer,3 |4)°
2| Py 1y In = (L + 1)) (n = 1] Pyy 2 2]
1
X
B3| P3,n—(Lo41) In — L2) (n — (L2 + 1)| Po—r,,3 3]

+3 (n—1lin—(l1 +1))
L P22,n—(l1+1) P? FynFas

n—lI1,3
(1 P, 1y 1) Pt 314)*
2] Py 41y [0 = (0 + 1)) (n = 1| Payy 313]

X

Das ist aber gerade das Ergebnis der Split Helicity Losung!

(D.5)
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